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Resumo: O avanco tecnoldgico nas engenharias tem sido de grande importancia
para a analise e o dimensionamento de estruturas por meio de uma variedade de
softwares. No entanto, é comum que projetistas que os utilizam desconhecam os
processos de calculos realizados por essas ferramentas. Neste contexto, o
presente trabalho mostra a obtencao de coeficientes utilizados para determinacao
de uma expressao final de calculo da deflexdo, aplicada em placas quadradas
totalmente engastadas, por meio do método da superposicdo e da solucao de Levy.
A formulacao de um elemento finito de placa descrito por Reddy foi implementada
fazendo uso da linguagem de programacao livre Scilab. Os resultados foram
obtidos por meio das formulacées analiticas e comparados com aqueles calculados
utilizando o cddigo desenvolvido. Verificou-se que os valores encontrados, tem
uma boa aproximacao, e as maximas deflexées ocorrem no centro da placa.
Portanto, este trabalho contribui com o ensino-aprendizagem da teoria flexional de
placas. A implementacdo das formulagées torna possivel a aplicacao das solucées
em iniciacdo cientifica, contribuindo dessa forma para a solidificacdao e
disseminacao do conhecimento.

Realizagdo: Organizagao:

-
€ ABENGE F cerery



"ABENGE 50 ANOS: DESAFIOS DE ENSINO, PESQUISA E \) ‘ OBENGE

EXTENSAO NA EDUCACAO EM ENGENHARIA"
2023

18 a 20 de setembro S
Rio de Janeiro-R) 51° Congresso Brasileiro de Educagdo em Engenharia

VI Simpédsio Internacional de Educag¢éo em Engenharia

Palavras-chave: Placas quadradas totalmente engastadas, métodos numéricos.
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ESTUDO DA DEFLEXAO EM PLACAS QUADRADAS TOTALMENTE
ENGASTADAS POR MEIO DE METODOLOGIA ANALITICO-NUMERICA

1 INTRODUGCAO

A utilizacdo de placas tem grande importancia no projeto e analise de estruturas,
sendo aplicaveis em varios campos da engenharia. Existem muitos exemplos de sistemas
estruturais que podem ser concebidos com placas: lastro de pontes, lajes planas, estruturas
hidraulicas, cascos de navios, aviées, etc., como mostrado na Figura 1.

Figura 1 — Utilizacdo das placas.
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Fonte — Ventsel e Krauthammer, 2001, P.2 - Adaptado.

Quando se busca investigar o comportamento das placas, com relacao as tensdes e
deformacbes, chega-se a equacdes muito complexas, sendo utilizada séries
trigonométricas para se encontrar a resolucdo do problema. Por isso, na engenharia de
estruturas sao tdo importantes os conceitos matematicos que englobam desde a geometria
analitica, passando pela algebra linear, até o calculo diferencial e integral (COSTA, 2010).
Segundo Carvalho (2016), o avanco da informatica, possibilitou a formulacéo de solucdes
utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF). O MEF oferece grande flexibilidade para
resolver problemas complexos com geometrias reais, com possibilidade de implementacao
numérica. Suas capacidades e limitacdes sdo amplamente conhecidas, tornando o método
numérico mais utilizado na engenharia, atualmente (OTA, 2016). A correta aplicacdo desse
conhecimento em projetos estruturais proporciona eficiéncia, levando em consideracéo as
propriedades do material, bem como suas dimensdes e geometria.

Voltando-se para a engenharia civil, € necessario ter no¢ao de que, para construir
uma edificacdo, é de suma importancia a utilizacdo das lajes. Com o passar do tempo, o
avanco da tecnologia, juntamente com um conhecimento mais avancado, proporcionaram
uma evolucao que contribuiu para analises mais sofisticadas desses elementos estruturais
Figura 2. As lajes combinadas com vigas, pilares e fundacdes sdo responsaveis pela
estabilidade e resisténcia da edificagéo.
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Figura 2 — Tipos de elementos na estrutura.
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Fonte - Ugural, 2018, p. 264 - Adaptado.

O entendimento sdlido dos conceitos das equacdes que governam as solucdes
classicas de placas permite um maior dominio das ferramentas numéricas. Entretanto,
muitos trabalhos séo feitos com esse intuito, porém a maioria deles ndo trazem o
desenvolvimento completo das expressdes, sendo dificil de encontrar os pormenores até
nos livros classicos.

Na graduacado, mais especificadamente nas disciplinas de estruturas, muita das
equacoOes sao utilizadas sem que, boa parte dos estudantes, nao tenha ideia de como elas
surgiram. Por exemplo, nas disciplinas de Estrutura de Concreto Armado, a rigidez é um
termo bastante abordado, porém de forma quase automatica, passando despercebido a
sua ligacdo com outras equacoes.

O conhecimento da relacao entre as solucdes analiticas e numeéricas, sdo de grande
valia. Assim, este trabalho busca trazer todo esse desenvolvimento, facilitando a sua
compreensao, objetivando a utilizacdo de um algoritmo, construido com uma linguagem de
programacao livre. O principal objetivo desse artigo é realizar o estudo analitico e numérico
de placas delgadas, por meio da formulacdo tedrica classica e utilizando um codigo de
elementos finitos implementado com a linguagem Scilab verséo 6.1.0.

2 TEORIA CLASSICA DE PLACAS

Uma placa sera considerada delgada, quando sua espessura € relativamente
pequena, se comparado com as outras dimensdes. Segundo Carvalho (2020), nesse tipo
de placa, a razdo entre a espessura e a menor das dimensdes nao é superior a 1/10.

No desenvolvimento das solucbes da equacdo diferencial de placas delgadas € de
suma importancia enfatizar o trabalho de Gustav R. Kirchhoff, pois segundo Szilard (2004),
foi através de suas observacdes que simplificacdes foram atribuidas a analise da teoria,
resultando na conhecida equacao de quarta ordem que rege o comportamento da deflexéao
nas placas, mostrada na Equacgao (1).

0*w o*w  d*w p
2 == 1
ox* * 0x20y? + dy* D (1)
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Para a solucdo da Equacéo (1) € necessario atribuicdo de condi¢des de contorno e
de um carregamento genérico p. Além disso, necessita-se das caracteristicas geométricas
e mecanicas da placa para que o modulo de rigidez a flexdo D seja encontrado a partir da
Equacéo (2).

Et3

D=——r
12(1 —v2)

(2)

Os momentos fletores também estardo presentes, quando se analisa o
comportamento da placa. A Equacao (3) e Equacao (4), representam esses esforcos nos
eixos x e y, respectivamente.

2%w 2%w
M, = =D <ax2 +v 6y2> 3)
My = (2 2 4
Yo dy? Vox? (4)

Apesar do conhecimento da equacao diferencial da placa, ainda assim, sua solugao
€ complicada e muitas vezes nao pode ser resolvida (EMIDIO SOBRINHO, 2012). Porém,
guando as condi¢des de contorno séo pré-determinadas, pode-se encontrar, de forma mais
rapida, a solucdo da equacédo, usando a solucédo de séries duplas de Fourier tal qual
apresentado por Navier ou, entdo a solucao de Levy que utiliza série de Fourier com apenas
uma variavel (TIMOSHENKO, 1959).

2.1 Solucéo para uma placa quadrada totalmente engastada

A solucao é obtida através do método da superposicdo, no qual soma-se a equacao
de deflexdo para uma placa simplesmente apoiada submetida & uma carga uniformemente
distribuida com a deflexdo encontrada quando a placa tem momentos distribuido, tanto no
eixo x, quanto no eixo y, como mostra a Figura 3.

Figura 3 — Superposi¢éo de placas.
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Fonte — Autores, 2023.

Primeiramente encontra-se a deflexdo quando a placa estd submetida a um
momento distribuido, tanto no eixo y, quanto no eixo x. O desenvolvimento do célculo da
deflexdo pode ser encontrado em Timoshenko (1959). Os valores encontrados na
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bibliografia citada é dada pela Equacao (5), para os momentos distribuidos no eixo y. Para
os momentos distribuidos ao longo do eixo x, utiliza-se a Equacéo (6).

_ Ly CG) ot h (22) - 2 i (2 (5)
W_ZDan:1 mZcosh(a,,) m (@ tanh(ay, ) cos a a o ( a )
e . ,/mim
_b? Z sm(Ty) s canh b (mnx) max o X 6)
Ry, mZcosh(a,) 'n (B tanh(By, ) cos sinh( a )

m=1

Apo6s determinar a deflexdo para os momentos distribuidos, sera necessario
encontrar os coeficientes E,, e E,, tendo em vista que o valor da deflexdo para placas
guadradas simplesmente apoiada também pode ser encontrado em Timoshenko (1959).
Para calcular os coeficientes é necessario derivar a equacao da deflexdo utilizando os
métodos de Levy ou de Navier, tanto no eixo x, quanto no eixo y. Escolhendo a solugéo de
Levy, tem-se a Equacéao (7). Neste trabalho utilizou-se o método Levy, no entanto, algumas
alteracoes foram feitas. Por exemplo, como a placa tem simetria dupla, se torna mais
vantajoso mover a origem de coordenadas do sistema para o centro, tendo em vista que no
método de Levy a origem ndo esta no centro.

_ 4qa* i (—1)tm-17/2 mmx

w1 =—55 -y cos( a (1
m=13,5. (7)
O tanh(a,, ) +2 h (mny) 1 mmy h mmy
2 cosh(a,,) 2cosh(a,,) a sinh( a )

A partir da Equacéo (7), trabalha-se com as seguintes relacdes:

ow, Ow, Ows

Tl Tz T8y = 8
ax T ox T ax e =0 ®)
ow, Ow, Odws

Tyt oy t oy e =0 ©)

A partir das derivadas das Equacdes (8) e (9), obtém-se os seguintes resultados:

ow, _ 4qad c 1 any tanh(a,, ) + 2 mmy 1 mmy | . mmy
(W)i%_ - 4D m_IZS m*  2cosh(ay) h( ) 2 cosh(a,,) a sinh( a ) (10)
e
ow, 2q@® ~— (-1)™ V2 mmx
)= D m;g ———cos(—) [@ —tanh(ay ) (1 + ap tanh(a, D] (11)

As derivadas da deflexdo em relacdo aos momentos distribuidos no eixo y séo as
seguintes:
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a
(ﬂh 21D Z mcosh(a )[mﬂysmh( ) = @ tanh(e, ) cos( y)] (12)
e
h _1\(m-1)/2
(%)+_ o S I s (" a ~tanh(a,) (w tanh(a, ) - D] (13)

m=1,3,5..

Quanto aos momentos no eixo x, tem como resultado das derivadas da deflexdo, as
seguintes equacoes:

ow b O Fp(-D)™ 2 mp

(a—;)i;=——2wm;5" ————cos( D) — tanh (B ) Butanh(B, )~ D (14)
ow mmx mmx mmx
(a_;)ig—zw Z mcosh(ﬁm)[ sinh (=5=) ~fmtanh(8 ) cosh (=) (15)

A partir das Equagbes (10) a (15), utiliza-se um sistema linear que resulta na
Equacéo (16):

ow, ow, Jdw; Jdw, ow, 0dwy
__ 0w Ows 0wy 0w, Ows (16)
0x 0x 0x dy dy dy

Assim, utilizando a primeira parte da Equacéao (16), obtém-se:

B 4qa’ i 1 ay tanh(a,, ) + 2 cosh (mrty) 1 mny | h (mny ))

4 4
4D m=1,3,5&.).m 2 cosh(a,,) 2cosh(a,,) a

mmy

_ 27CTID Z mcoslT( =) [ sinh (m;Ty) — a,, tanh(a,, ) cos (mzy)] (17)
m=1,3,5.. m

N b
2nD

= 1)m-1)/2
Z o ( r)n COs(mZy)[ﬁm — tanh(B,, )(B,tanh(B,, ) — 1]

m=1,3,5..

Isolando E,,, e considerando a = b, tem-se:

8qa?

a,, tanh(a,,) + 2 mrm 1 mny . mrm
33 a1--— (@) cosh( y)+ ysmh( ay))cosh(am)

2 cosh(a,,) a 2 cosh(a,,) a

(@ sinh (?) ay, tanh(a,,) cos( y))

Ep =

(18)
F(—1) ™72 cos(Fo) [, — tanh(By, ) (Bntanh(B, ) = 1)] cosh(etyn)

% inh (Ty ) — a,, tanh(a,,) cosh (@))

Agora, utiliza-se a segunda parte da Equacéao (16) e, deixando F,, em funcéo de E,,,
obtém-se:
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4qa

Fp= T

5 (=1)m-D/2 cos(—)[am —tanh(a,, ) (1 + a,, tanh(a,,)]
[m:lrx inh (mn ) — B tanh(B,, ) cosh ( mnx)]

E,, (-1)m-D/2 cos(—) [a,, — tanh(a,, ) (a;, tanh(a,, ) — 1)] cosh( B;,)
[? sinh (mnx) —B,tanh(p,, ) cosh ( mnx)]

(19)

Substituindo a Equacéo (18) na Equacéao (19) e colocando o termo m = 1, obtém-se:

[ T tanh( ; 2\\ |
4Qa2| I/Cos (7) - ( 2 )\I I
T Cram(@ || (20)
\ )
_i[(%— tanh (2)(1 + ztanh % )(g— tanh (g)z( tanh (g)_ 1)) cosh? (%)]I
| (D (®) J

Apos a resolucéo da Equacéao (20), chega-se no seguinte resultado:

2
__ 1,517qa (21)

3

Assim, pode-se substituir a Equacao (21) na Equacao (5), ja com os termos e 0s
resultados das funcdes trigonométricas obtidos, produzindo, dessa forma, na Equacéao (22):

qa’
Wa gy = —0,00140 —- (22)

O procedimento de obtencdo da deflexdo w; é semelhante, tendo em vista que a
placa € quadrada. Assim, pelo método da superposi¢éo, tem-se:

w=w; +w, + ws (23)

O valor de w, ja € predefinido, assim, sendo utilizado junto com o valor da Equacéo
(22). Sabendo que w, e w; sdo iguais, obtém-se:

4

a
w = (0,00406 — 0,00140 — 0,00140) % (24)
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Finalmente, levando em conta todos os termos do lado direito da Equagéo (23),
obtém-se a Equacao (25) que possibilita determinar o valor total da deflexdo da placa:

4
w= 0,00126% (25)

2.2 ELEMENTOS FINITOS DE PLACA
A teoria das placas de Mindlin inclui o efeito das deformagbes de cisalhamento
transversal (Reddy,1997). Nela as normais ao plano médio ndo deformado da placa
permanecem retas, mas ndo normal a superficie média deformada. O campo de
deslocamento assumido para uma placa espessa (espessura h) € definido por:

u = z60, (26)
v = 20, (27)
w = wq (28)

em que 6,, 6, sdo as rotagdes da normal ao plano medio em relacdo a eixos y e x,
respectivamente, conforme ilustrado na Figura 4.

Figura 4 — Placa retangular com rotacdes nos eixos.
<y

0!

» X
- S—
e)ﬁ'

Fonte — Autores, 2023.

As matrizes deformacao-deslocamento B para contribuicbes de flexdo e
cisalhamento sdo obtidas por meio da derivacédo das funcdes de forma. A matriz de rigidez
da placa de Mindlin é ent&do obtida como:

1 1
1 1
h3
K¢ =3 J fB]foBfljldfdn+ ah f fBgDCBCI]IdEdn (29)
-1 -1
-1 -1

em que |/| € o determinante da matriz jacobiana. O vetor de for¢as nodais equivalente para
as forcas distribuidas p € definido como:
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fe= ffN-p-dfdn (30)

Tanto a matriz de rigidez quanto as integrais do vetor de for¢ca séo calculadas por
integragdo numerica.

3 METODOLOGIA

No desenvolvimento deste trabalho, utilizou-se o método Levy, no entanto, algumas
alteracoes foram feitas, sendo elas: como a placa tem simetria dupla, se torna mais
vantajoso mover a origem de coordenadas do sistema para o centro, e, assim, as deflexdes
na placa serao idénticas ao grafico dos cossenos. Dessa maneira, posteriormente foram
obtidos os coeficientes necessarios para calcular a deflexdo dos momentos distribuidos
para uma placa quadrada totalmente engastada. Além disso, realizou-se a modelagem
desta estrutura com um programa, escrito pela equipe de pesquisa, na linguagem Scilab
versdo 6.1.0. com o intuito de analisar a formulac&o e o cédigo implementado, foi feita uma
comparacao entre a solucdo analitica com os resultados obtidos pela solu¢gdo numeérica,
guando se varia o tamanho da malha. A deformada da placa € visualizada através do
software livre ParaView versao 5.6.0.

4 APLICACOES DAS SOLUCOES
4.2 Solucéo analitica

Seja a placa quadrada totalmente engastada, conforme a Figura 5, para avaliar a
mudanca na deflexao.

Figura 5 — Placa totalmente engastada.

g = 0.1 kN/cm?
L
; t=0.2cm ¢
E =2,1x%x10* kN/cm?;
20 cm V=0,29;
a=20cm.
‘ 20 cm

Fonte — Autores, 2023.
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Obtendo a rigidez através da Equacéo (2) e aplicando na Equacéo (25), juntamente
com o carregamento e as dimensdes, obtém-se, parat=0,2cm, t=05cm e t= 1,0, 0S
respectivos resultados:

Winax = 1,318896 cm (31)
Winax = 0,084409 cm (32)
Wpsr = 0,010551 cm (33)

4.2 Solucdo numérica

A placa explorada analiticamente na sec¢do anterior serd analisada por meio de
modelos numéricos. Dessa forma, obtém-se resultados de deflexdo para variadas
espessuras da placa e o erro percentual para diferentes tamanhos de malha, quando uma
determinada espessura é fixada. Além disso, € mostrado a deformada da placa, feita a partir
da utilizacdo do programa ParaView. A Figura 6 mostra a deflexdo da placa para as
espessurasdet = 0,2cm;t = 0,5cmet = 1,0 cm.

Figura 6 — Deflexdo em placas de variadas espessuras.

Tamanho dos Elementos (cm)

0o 05 1 156 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

0 * =
x * x

-0.2

-0.4

-0.6

-0.81

Deflexao (cm)

KR

-1.2

-1.4

Fonte — Autores, 2023.

Para ver o erro percentual para as variadas malhas, fixou-se uma espessura de t =
0,2 cm. O resultado obtido pode ser visto na Figura 7. A Tabela 1 traz o resultado do grafico
em valores absolutos e o erro relativo percentual. sendo possivel perceber que o tamanho
da malha é importante para encontrar os resultados mais exatos, ou seja, quanto menor o
tamanho dos elementos, mais precisos serdo os resultados. O erro relativo percentual é
dado pela Equacao (34).

E% = |$‘ -100% (34)

Em que x é o valor medido e x é o valor de referéncia. Na tabela 1, o valor de x é
representado por wgg,p, € 0 Valor de x € dado pelo w,,giitico -
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Figura 7 — Deflexdo em variados tamanhos de malhas.
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Tabela 1 — Erro percentual dos valores obtidos - MEF versus solugdo analitica.
Dimensées Deflexao Erro

Ndmero de elem. | Tamanho dos elem. malha Wanalitico Wscilab eITO0sciiqb

4 10,00 2x2 1,318896 0,004914 99,62742%

16 5,00 4 x4 1,318896 1,271097 3,62417%

36 3,33 6x6 1,318896 1,30091 1,36372%

64 2,50 8x8 1,318896 1,312668 0,47221%

256 1,25 16 x 16 1,318896 1,324136 0,39730%

Fonte — Autores, 2023.

A Figura 8 mostra a deformada da placa obtida com a malha que apresentou menor
erro percentual (malha 16 x 16). Pode-se concluir que quanto maior a espessura da placa,
menor sera a deflexdo e quanto menor o elemento de malha, menor sera o erro percentual
apresentado. Além disso, verifica-se que a maior flecha ocorrera no centro da placa.
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Figura 8 — Deformada da placa em cm.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho descreveu-se o desenvolvimento da equacao da deflexdo para placas
guadradas totalmente engastadas, encontrando o0s coeficientes para 0S momentos
distribuidos. J& no método numeérico trabalhou-se com um programa implementado na
linguagem de programacéo Scilab versao 6.1.0.

Para uma placa totalmente engastada a deflexdo pode ser considerada pequena,
isso se deve a restricdo maior dos deslocamentos, diminuindo, também os graus de
liberdade da estrutura. Verificou-se que a flecha maior ocorre no centro da placa, quando
se analisa a acao de um carregamento distribuido. Esse resultado fica ainda mais visivel
ao analisar a Figura 8. Além disso, verifica-se que a espessura da placa tem grande
influéncia no seu comportamento. Assim, quanto maior este parametro for, menor sera a
deflexéo.

A analise por meio dos métodos numéricos usando um cédigo implementado, mostra
uma boa convergéncia dos resultados de deflexdo. Verifica-se que, quanto mais refinada
for a malha, mais proximo os valores das flechas nas placas serdo daqueles obtidos
analiticamente. Assim, pode-se concluir que tanto as solu¢des analiticas, quanto a solucao
numérica produzem respostas precisas dos deslocamentos para a placa analisada.
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STUDY OF DEFLECTION IN FULLY CLAMPED SQUARE PLATES BY MEANS OF
ANALYTICAL-NUMERICAL METHODOLOGY

Abstract: Technological advances in engineering have been of great importance for the
analysis and design of structures through various software. However, it is common for
designers who use them to be unaware of the formulations involved. In this context, the
present work shows the obtainment of coefficients used to determine an expression for the
calculation of the deflection, applied in fully clamped square plates, through the
superposition method and Levy's solution. The formulation of a plate finite element
described by Reddy was implemented using the free programming language Scilab. The
results were obtained through the analytical formulations and compared with those
calculated using the developed code. The values found have a good approximation, and the
maximum deflections occur in the center of the plate. Therefore, this work contributes to the
teaching-learning process of plate bending theory. The implementation of the formulations
makes it possible to apply the solutions in scientific initiation, thus contributing to the
solidification and dissemination of knowledge.

Keywords: fully clamped square plate, numerical methods.
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