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Resumo: A analise matricial de estruturas é a formalizacdo de um método de
analise estrutural conhecido como método dos deslocamentos (ou método da
rigidez) adaptado para implementacao computacional. Essa adaptacao é feita
visando a facilidade de implementacdo da teoria em cédigos de linguagem de
programacao de computadores de forma que todos os calculos que foram
aprendidos manualmente em disciplinas tedricas podem agora ser aplicados em
scripts que estimulam criatividade e pensamento I6gico nos estudantes de
engenharia. O presente trabalho traz uma proposta de implementacao desta
analise (também denominada método da rigidez direta) em uma linguagem
gratuita e open source, Julia, que surgiu a poucos anos e ja possui dados concretos
em eficiéncia de processamento além de sintaxe e semantica muito parecida a
outras linguagens comumente utilizadas para computagao técnica e cientifica,
tudo isso em um paradigma de programacao conhecido como Programacao
Orientada a Objeto.

Palavras-chave: Método da Rigidez Direta, Programacéo, Trelicas, Julia Language
e Orientacao a Objeto
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IMPLEMENTACAO DE ANALISE MATRICIAL DE TRELICAS PLANAS
USANDO LINGUAGEM OPEN SOURCE E ORIENTACAO A OBJETO
PARA O ENSINO DE ESTRUTURAS

1 INTRODUGAO

A analise estrutural é pré-requisito de qualquer projeto de engenharia pois € nesta
etapa que € analisada a distribuicdo de solicitacdes no sistema e a partir disso, segundo
LOZOVEY (2022), € possivel definir sistema construtivos, materiais escolhidos, méo de
obra a ser empregada, logistica e etc.

Por ser uma etapa tdo fundamental est4 presenta nas mais diversas areas da
engenharia, como mecanica, civil, sanitaria, ambiental, ferroviaria naval entre outras, tendo
seu assunto geralmente ministrado em disciplinas nos ndcleos comuns das ciéncias
basicas da engenharia, como a resisténcia dos materiais.

Dentro dos métodos de analise de estruturas formadas por barras pode se definir o
método dos deslocamentos (ou método da rigidez) como o0 mais propicio para
implementacdo computacional pela sua alta capacidade de automacdo de célculos
baseados em tabelas. Sua resolucdo é baseada na lei de Hooke que pode ser formulada
em parametros  matriciais conforme  mostra a  equagao {F} = [K]{D}

(1).
{F} = [K]{D} (1)

Onde {F} é o vetor de carregamentos nodais aplicados na estrutura, que representa
as acodes incidentes na mesma, [K] é a matriz de rigidez da estrutura, que é definida pelos
parametros elasticos e geométricos de suas barras, e {D} é o vetor de deslocamentos
nodais da estrutura, que € o campo cinematico que caracteriza por completo a resposta do
sistema estrutural. Tendo essas 3 informacdes é possivel o calculo de todas as outras
variaveis de interesse como reacdes de apoio, esforcos internos, deformacdes e etc.

Dada a complexidade cada vez maior dos fendbmenos simulados na engenharia é
usual a utilizacdo de solu¢cdes numéricas para proposicao de respostas dos problemas
estudados (SANTOS et al., 2022), dentre os métodos numéricos mais comuns na analise
estrutural tem-se o método dos elementos finitos, cuja formulacdo aplicada ao método dos
deslocamentos de estruturas reticuladas é chamada de Método da Rigidez Direta (MRD).

Sendo um método numérico a capacidade de iteracdo de um problema até sua
convergéncia é o cerne da técnica, sendo a utilizacdo de computadores a peca chave que
torna tudo isso possivel, dentro dessa perspectiva a escolha da linguagem é parte
fundamental da definicdo de como sera feita a implementacao do problema.

Uma das linguagens mais utilizadas em problemas de engenharia € o MATLAB, que
possui vantagens como uma comunidade bem grande e ativa que produz pacotes para
diversas solugdes ja implementadas e uma linguagem de alto nivel que torna a escrita de
principios matematicos simples (XIAO et al., 2021). Embora todas essas vantagens também
culminem em desvantagens como lentiddo de processamento e necessidade de
pagamento pela licenca, conforme mostra a Figura 1.
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Figura 1 - Vantagens e desvantagens de linguagens popularmente utilizadas em computagdo cientifica (Fonte: XIAO et

al., 2021).
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Sendo a linguagem Julia uma linguagem relativamente nova com o lancamento de
sua versao 1.0 em 2018, tendo os mesmos pontos vantajosos do MATLAB mas com
contrapontos de ganho de velocidade de processamento (associada a seu compilador JIT)
e licenca gratuidade open source, que permite a interagdo de uma comunidade académica
de colaboracdo para desenvolvimento de pacotes matematicos fundamentais para a
computacéo técnico-cientifica (COLEMAN et al., 2021).

Tendo em vista 0 exposto, Julia se afirma como uma forte alternativa a linguagens
tradicionalmente usadas por académicos e engenheiros como o MATLAB e demonstra ter
grande potencial para escrita de algoritmos ja consagrados da analise estrutural, campo de
estudo fundamental para diversas engenharias. O presente trabalho apresenta uma
proposta de implementacdo de um programa para analise de trelicas planas utilizando tal
linguagem.

2 Metodologia

O ensino de engenharia, sendo esta, uma area do conhecimento tecnolégico, é
presumidamente aplicado e desenvolvido sempre com foco em utilizacdo para solucdo de
algum problema de cunho tedrico-cientifico, dentro deste foco de ensino e aprendizagem
existem poderosas ferramentas que podem amparar os estudantes e futuros engenheiros
no seu processo de formagdo, botando o aluno em papel ativo na construgcdo de seu
conhecimento a partir da pratica (FILHO et al., 2018), dentre estas se encontra a
programacao.

Cadeiras de programacéo estao geralmente postas nos ciclos basicos de disciplinas
iniciais dos cursos de engenharia sendo introduzidos logo no inicio da graduacao pois € no
interim dessa cadeira que sao apresentadas as principais formas de resolucdo de

Realizacdo: Organizacéo:

& ABENGE T ceFeTRY

Associacdo Brasileira de Educacdo em Engenharia



"ABENGE 50 ANOS: DESAFIOS DE ENSINO, PESQUISA E \) ‘ OBENGE

EXTENSAO NA EDUCACAO EM ENGENHARIA"
2023

18 a 20 de setembro -
Rio de Janeiro-R) 51° Congresso Brasileiro de Educa¢do em Engenharia

VI Simpésio Internacional de Educagio em Engenharia

problemas atuais da engenharia, sendo na engenharia moderna o auxilio computacional
indispensavel para as praticas que o mercado exige no nivel contemporaneo.

Na &rea da engenharia estrutural ndo sendo diferente, o MRD possui apelo intrinseco
a sua formulacdo em implementacao computacional. Segundo SILVA e DRUMOND (2012),
a ideia principal do algoritmo de MRD é comunicar 0s carregamentos externos descritos em
coordenadas globais a matrizes que descrevam a rigidez estrutural de um certo elemento
e consigam a converter, utilizando uma matriz de rotacdo a coordenadas locais, tais
carregamentos em esforgos e deslocamentos.

Sao apresentadas as matrizes citadas nos proximos topicos.

2.1Formulacdo do Método da Rigidez Direta: Matriz de Rotacgéo [R]

A Matriz de Rotacédo ([R]) é uma matriz que transforma vetores (também chamados
de campos) de forcas ou deslocamentos descritos em sistemas de coordenadas ditos
globais para locais e vice-versa. No sistema de coordenadas locais é desenvolvida a
formulacdo de rigidez do elemento, e apds calculada essa rigidez associada aos graus de
liberdade nodais, € feita a decomposicdo em componentes nos eixos globais que séo
usados para somar a rigidez de cada elemento, construindo assim a rigidez estrutural.

Figura 2 - Barra com graus de liberdades descritos em coordenadas locais e globais para utilizagdo na matriz [R]
(Fonte: MARTHA, 2019).

+cosf +senf 0 0

(R] = —senfS +cosf 0 0
0 0 +cosff  +senf
0 0 —senfS +cosf

Onde cosp e senfs sdo componentes da matriz de transformagéo de sistemas que
usam as informacgfes de comprimento da barra (I) e posi¢cdes do né inicial i (Xi e Yi) e final
(Xj e Yj) para calculares os valores conforme mostram as equacdes(2),(3)e (4).

1= (Xj— XD+ (Yj — Yi)? (2)
cosf = # (3)
senf = e (4)

l

Logo, para construcdo da matriz [R] basta que se tenham as coordenadas em x e y
do n6 que forma o elemento.
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2.2Formulagdo do Método da Rigidez Direta: Matriz de Rigidez [k]

A Matriz de Rigidez de um Elemento de Trelica ([k]) é fun¢cdo do comprimento de
sua barra e da rigidez axial associadas as suas propriedades elasticas (moédulo de
elasticidade do material, ) e geométricas (area da secdo transversal, A). Em sua
interpretacéo fisica pode-se afirmar que ela relaciona qual seria a forca ou momento reativo
gue surge no grau de liberdade da coluna pela aplicacdo de um deslocamento associado a
sua linha.

Figura 3 - Coeficientes de rigidez de um elemento de treliga (Fonte: (MARTHA, 2019)).

fea,| [kea, kea, | [dea,
| fea} =kea] -{dea} — { = { }

fea, kea,  kea,, | |dea,
keay, - dea, kea; - dea, keay, - dea, kea,, - dea,
—P e @— = € —eeemmmmmeeemememeeeeea- o>
= b=
dea, dea,
I ! =) I | |
= -1 I |

No caso de uma barra de trelica plana para que sejam representados 0s mesmos
graus de liberdade que [R], organiza-se a matriz de rigidez da seguinte forma:

- E.A EA
+—— 0 —== 0

l l
k| 0 0o 0o o

E.A E.A

——= 0 +== 0

l l
0 0 —0 o0

Logo, para a construcdo da matriz [k] basta que se tenham as informagdes de rigidez
axiais associadas ao material e a secdo de cada elemento, além do seu ja calculado
comprimento. Com isso € possivel calcular a rigidez da estrutura ([K]) que remonta a
equacdo ( 1 ), cuja inversa é a solucdo que entrega os deslocamentos dos ndés nédo
restringidos e todas as outras respostas da analise estrutural descritas até aqui.

[K] = [R]".[k].[R]

2.3Programacéao Orientada a Objeto

Os paradigmas de programacao sédo formas de estruturacdo dos codigos escritos
segundo uma logica de utilizacdo da sintaxe e semantica da linguagem, no caso da
Programacao Orientada a Objeto (POO) existem alguns pilares que norteiam o script, como:
encapsulamento, heranca, classe e polimorfia (DEMEYER; DUCASSE; NIERSTRASZ,
2003).

No exemplo da analise estrutural sdo criadas classes que compfde o modelo
estrutural, como ‘N&’ e ‘Elemento’, e as propriedades que compde essas classes de objetos
s6 podem ser alteradas por fungbes (ou métodos) que acessam e modificam os atributos
das mesmas, a isso € chamado de encapsulamento. As funcBes sdo capazes de criar
outros objetos a partir do original acesso que herde os mesmos atributos que seus
antecessor, a isto € denominada heranca, porém este objeto filho pode desempenhar
processos diferentes quanto exposta as mesmas fungdes, a isto denomina-se polimorfia.
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Figura 4 - Exemplos de classes escritas como 'struct’ no Julia para descrever a estrutura a partir de objetos 'N6' e
'Elemento’ (Fonte: Autores, 2023).

carg: -
arga Material
Floatea

Floate4 Nome :: String
E :: Floatea

Restricao

Deslocamento
Dx :: Floatea
Dy :: Floate4

NO Elemento

Identificador ::

ik 53 Identificador :: Inted
oordx ::

Nol ::
Nol ::
Sec ::

Um exemplo de aplicacdo de heranca e polimorfia seria quando varios objetos da
classe ‘Elemento’ sdo criados com diferentes formulacbes de rigidez e rotacao
implementadas, fazendo com que o calculo da rigidez da estrutura utilize de diferentes
processos nos mesmos métodos. No caso desse trabalho ndo foram implementados outros
tipos de elementos como de vigas e porticos.

Essas caracteristicas do paradigma de POO adicionam eficiéncia ao c6digo ao passo
gue diminuem a quantidade de memaria usada para alocar variaveis utilizadas apenas em
subprocessos locais e permitem a reutilizacdo do codigo por terceiros que queiram
colaborar ou reescrever adaptagcdes da rotina desenvolvida, sendo ambos objetivos objetos
de interesse da linguagem Julia.

Sendo Julia uma linguagem de despacho multiplo (BEZANSON et al., 2012)
caracteristicas como classe, heranca e polimorfia sdo empregadas com muita otimizacao
ao permitirem que o mesmo cédigo trate de diferentes classes de elementos estruturais
usando a mesma estrutura e fungdes, como seria o caso de cédigos que fizessem anélise
de vigas ou porticos.

No caso do encapsulamento da POO, por se tratar de uma linguagem compilada que
trabalha em dois niveis de escopos em seu lago: os locais e globais, Julia aproveita da
vantagem do ndo desperdicio de alocacdo de memoria em varidveis que ndo serdo
armazenadas para ganhar velocidade de processamento, mostrando notavel vantagem
sobre linguagens interpretadas muito utilizadas como o MATLAB.
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3 Exemplo Numérico

Para exemplificacdo dos conceitos tedricos desenvolvidos foi aplicada a uma trelica
a discretizacdo em nos e elementos conforme mostra a Figura 6, e a esta trelica sédo
aplicadas as funcdes descritas no cédigo da Figura 5. Com o processamento da estrutura
sdo computados os valores de deslocamentos nodais e os esfor¢os internos da estrutura,
permitindo a plotagem de sua forma deformada de cinza e sua forma indeformada de azul

conforme

Figura 5 - Fungdes de construgdo das Matrizes de Rotacgdo e Rigidez (Fonte: Autores, 2023).

El.NoI.Coordx
El.NoJ.Coordx
El.NoI.Coordy
El.NoJ.Coordy
Xj-xi
= Yj-yi
L[El.Identificador] = v (Ax*2+Ay~2)
¢ = Ax/L[ELl.Identificador]
s = Ay/L[El.Identificador]
R[:,:,El.Identificador] = [
+C +5 9 0;

-C +5 0 0;
@ @ +C +45;
90 -c +s

El.Sec.Mat.E
= El.Sec.A
:,:,El.Identificador] = (E*A/L[El.Identificador])*[
+1 0 -1 0;
000 0;
10 +1 @;
0000
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Figura 6 - Descrigéo da estrutura analisada como 'struct's conforme as classes da POO (Fonte: Autores, 2023).

Carga(0.0,0.0)
Carga(0.0,-30.0)
Carga(10.0,-20)

Restricao(e,0)
Restrigao(1,1)

DO = Deslocamento(©.0,0.0)
Deslocamento(1.6e-03,0.0)

N6(1,0.0,0.0,F0,R,D0)
N6(2,2.0,0.0,F2,R0,D0)
N6(3,0.0,1.5,F0,R,D)
N6(4,2.0,1.5,F1,R0,D0)
[No1;No2;No3;No4 |

Material ("Aco",2e08)

Al = Secao("Aa=Ab=Ac",10e-4,Ac0)
A2 = Secao("Ad=Ae",15e-084,Ac0)

Elementol = Elemento(1,Nol,No2,Al)
Elemento2 = Elemento(2,No3,No4,Al)
Elemento3 = Elemento(3,No2,No4,Al)
Elemento4 = Elemento(4,Nol,No4,A2)
Elemento5 = Elemento(5,No2,No3,A2)
Elementos [Elementol;Elemento2;Elemento3; Elemento4;Elemento5s]
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Figura 7 - Forma deformada e indeformada, de azul e cinza respectivamente (Fonte: Autores, 2023).

2.0 F

1.0 F

y(m)

0.0 + —_— \\TJ

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x(m)

Sendo varios 0s principais parametros matriciais gerados, cita-se as matrizes de
rigidez da estrutura [K], de rigidez do elemento [k] e de rotacdo [R], estas identificam a
trelica calculada e caracterizam de que forma seus graus de liberdade possuem resisténcia
aos carregamentos impostos e como esses distribuem e comunicam seus esfor¢cos membro
a membro até seus apoios. No cddigo escrito em Julia seus valores podem ser consultados
a partir do objeto ‘Matrizes’ conforme mostrado no prompt do programa.
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Figura 8 - ParGmetros matriciais calculados (Fonte: Autores, 2023).

julia> Matrizes.R julia> Matrizes.kl
AxAx5 fi’tr"“a"-"r':lﬂatt"ﬂ1 3} 4xax5 Array{Floate4, 3}:
: [:, =, 1] =

186660.6 -166660.
0.8 0.
0.8 1666606.
0.8

a.

-166e60.

E‘l@@@l—‘
& & @ e
G}@G}@
== ®

[ —
Il

[:, =, 2] =

186008.8 -180008 .
8.o B.
8.8 188888,
8.o

a.

-166860.

e Ee N
== ®

=D e e

[ I—
Il

[:, =, 3] =

1.323333e5 . -1.33333e5
8.8 . 8.8
-1.323333e5 . 1.33333e5
8.8

eI oV
=D e e
v B v v

[ —
Il

[+
120000 . . -126000.
. . a.
-126000. . 12606000.
a.

(2]

v B v v

A
8.
B.
8.
B.

=

-126000.
a.
120660.
a.

julia> Matrizes.K
8x8 Matrix{Float64}:
176800.0 -57600.0 0.0 - - - -76800.0 57600.0
-57688.0 1.76533e5 0.8 -1.33333e5 . . 57608.0 9.8
0.0 176800.0 57600.0 # . 57608. -180000.0 0.0
EEEE 57600.0 1.76533e5 -57600.0 . 0.0
-76808.0 -57600.0 176800.0 57608. . 8.8
0.0
9.0
9.0

(5]
.0 3
-1600000.0 (%]
e e -57600.0
e
[

=il
a.
- a.
-76800.0 57600.
57600.0 -43200.

-100000.0 - - . 1?b80® @ -5760
0.0 - - - -57600.0 4320
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4 Conclusao

A analise estrutural moderna é feita a partir de programas computacionais, sendo
estes objetos de estudos fundamentais para a formacdo de futuros engenheiros, que
buscam em seus periodos de graduacdo que buscam desenvolver senso pratico de
aplicacdo de seus conhecimentos tedricos e habilidades que exercitem seu papel ativo na
sugestdo de solucdes, como € o0 caso da programacao.

O Método da Rigidez Direta é uma metodologia da analise estrutural que possui
muito apelo a implementacdo computacional, sendo, uma boa ferramenta para o ensino
das disciplinas voltadas para tal ramo de estudo. A linguagem Julia por possuir sintaxe e
semantica proxima ao do MATLAB se apresenta como uma boa alternativa para forma de
implementagédo de tal problema e ainda conta com vantagens como velocidade de
processamento e gratuidade no acesso.

Dentro do exposto a implementacdo do programa de andlise de trelicas planas em
Julia mostra-se como um bom objeto de aprendizado, visto que se debruca-se sobre
guestdes fundamentais da andlise estrutural como rigidez, esfor¢os e deslocamentos além
de permitir que o futuro engenheiro entenda de maneira um pouco mais profunda como séo
realizados os calculos de estruturais por trds dos programas usados no dia a dia do
mercado.
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IMPLEMENTATION OF MATRIX ANALYSIS OF PLAN TRUSS USING
OPEN SOURCE LANGUAGE AND OBJECT-ORIENTATION FOR
STRUCTURE TEACHING

Abstract: The matrix analysis of structures is the formalization of a structural analysis
method known as the displacement method (or stiffness method) adapted for computational
implementation. This adaptation is made aiming at the ease of implementation of the theory
in computer programming language codes so that all the calculations that were learned
manually in theoretical disciplines can now be applied in scripts that stimulate creativity and
logical thinking in engineering students. The present work proposes the implementation of
this analysis (also called the method of direct rigidity) in a free and open source language,
Julia, which appeared a few years ago and already has concrete data on processing
efficiency, as well as syntax and semantics very similar to other languages commonly used
for technical and scientific computing, all in a programming paradigm known as Object
Oriented Programming

Keywords: Direct Rigidity Method, Programming, Lattices, Julia Language and Object
Orientation.
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