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Resumo: Este trabalho tem por objetivo aplicar uma estratégia de ensino para o
estudo de transformacéo de tensdo e tensées principais, na disciplina Resisténcia
dos Materiais que compdée o ciclo profissionalizante de disciplinas da Graduacao
em Engenharia Mecanica, do CEFET/R] Campus Angra dos Reis. Este tipo de
metodologia ativa de aprendizagem proporciona motivacao, interesse, autonomia
e interacao dos alunos diante de cada uma das etapas realizadas no trabalho. A
trabalho proposto foi a determinacao de tensées em planos representados por
sistema de coordenadas rotacionado, tensées principais e direcées principais no
material utilizando os conceitos de matriz de rotacdo e autovalores/autovetores
estudados em Algebra Linear via software de programacéo (open source). Para a
execuc¢ao do trabalho, formou-se grupos de dois ou trés alunos a fim de estimular
o trabalho em equipe. Além disso, aplicou-se um questionario sobre os aspectos
metodoldgicos da atividade. A partir das respostas ao questionario foi verificada a
importancia da estratégia de ensino empregada com a qual os alunos conseguiram
assimilar o assunto e compreenderam fenémenos complexos de forma mais facil e
motivadora.

Palavras-chave: : Aprendizagem ativa. Ensino de resisténcia dos materiais.
Tensées principais. Autovalores
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ENSINO DE RES!STENCIA DOS MATERIAIS USANDO ALGEBRA LINEAR
E PROGRAMACAO: APLICACAO DE AUTOVALORES E AUTOVETORES

1 INTRODUGAO

Segundo as novas Diretrizes Curriculares Nacionais (DCNs) de Engenharia, uma
das competéncias que o egresso deve apresentar é ser capaz de modelar os fenébmenos,
os sistemas fisicos e quimicos, utilizando diversos tipos de ferramentas, sejam elas
matematicas, estatisticas, computacionais e de simulagao, entre outras. O conhecimento
de conceitos como mudanca de base de sistema de referéncia, autovalores/autovetores e
célculo matricial na disciplina de Algebra Linear é fundamental e se encontra nos ciclos
basicos dos cursos das Engenharias. Muitos fenbmenos e problemas nas areas da
mecanica, metalurgica, elétrica, civil e outras sdo modelados e resolvidos utilizando os
conceitos de Algebra Linear. Além disso, o uso de ferramenta computacional vem sendo
bastante utilizada no processo de ensino aprendizagem de engenharia (CARVALHO et al.,
2020; SILVA et al., 2020).

Ainda € comum o ensino no ciclo basico dos cursos focado apenas nos conceitos
matematicos e computacionais de forma isolada, sem trabalhar as aplicacbes dessas
ferramentas na modelagem e resolucéo de problemas de engenharia. Ou seja, muito tedrico
e sem ter exemplos de aplicagdes, extremamente importantes para a motivagao de alunos
ingressantes das Engenharias. Sendo assim, os alunos se sentem desmotivados e ficam
sem compreender a devida aplicacdo dos conteudos aprendidos.

O ensino de engenharia por si s6 gera desafios ainda maiores devido a sua
complexidade e peculiaridade no que tange os fendmenos fisicos e ferramentas
matematicas associadas (GAVAZZA, 2011; SILVA, 2012; TEIXEIRA e NAKAO, 2012).
Diante disso, atualmente, o Nucleo Docente Estruturante (NDE) do Curso de Engenharia
Mecanica do CEFET/RJ Campus Angra dos Reis esta estudando as necessidades que as
disciplinas profissionalizantes e especificas esperam que os alunos aprendam (Exemplos:
conceitos e ferramentas matematicas ou fisicas) do Ciclo Basico do curso para propor
melhorias no processo de ensino-aprendizagem e proporcionar melhor interagdo entre os
componentes curriculares do curso. Além disso, com esse estudo se espera uma interagao
maior entre docentes dos ciclos profissionalizantes e especificos com os docentes do ciclo
das disciplinas basicas. Vale ressaltar que o aluno estuda primeiro a base da engenharia
gue sao as disciplinas do ciclo basico para depois entrar nas disciplinas profissionalizantes
e/ou especificas.

Diante do exposto, este trabalho tem por objetivo aplicar uma estratégia de ensino
utilizando os conceitos de autovalores/autovetores e matriz de rotacdo estudados em
Algebra Linear via software de programacéo (open source), na solugéo de problemas de
transformacdes de tensdes e tensdes principais que aparecem na disciplina de Resisténcia
dos Materiais.
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2 TRANSFORMAGAO DE TENSOES E TENSOES PRINCIPAIS NO PLANO

21 Transformacao de tensao no plano

O estado geral de tensdo em um elemento infinitesimal é caracterizado por seis
componentes de tensdo, normal e de cisalhamento, conforme mostra a Figura 1(a).
Contudo, na maioria das aplicagdes na pratica da engenharia as tensées agem apenas no
plano visto na Figura 1(b). Diz-se que o material esta sujeito ao estado plano de tensdes.

Figura 1 — Representacdo das componentes de
tensdo para o estado geral (a) e estado plano de
tensao (b). Representacao do elemento plano no

sistema de coordenadas (x-y) (c) e no sistema

rotacionado (x"-y’) (d).

Ox

-—

A

Fonte: Hibbeler (2018)

O tensor tensdo de Cauchy para o caso plano de tensdo (o, = 7, = 7y, = 0)
representado no sistema de coordenadas de referéncia (x, y) € dado por

Ox Txy O
o= [Txy ay 0] (1)
0 0 O

O mesmo estado de tensao representado no sistema de coordenadas (x, y) (Figura
1.(c)) pode ser representado em outro sistema de coordenadas (x’,y’) rotacionado de um
angulo (8) em torno do eixo- z no sentido anti-horario (Figura 1.(d)).

A matriz de rotacao € representada por

—senf cosf@ O

[cos@ senf 0]
0 0 1
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Por sua vez, o tensor tensao (¢’') no sistema de coordenadas rotacionado (x',y') é
obtido pela relagao

= QaQ" (3)

onde Q7 é a transposta de Q.

Foram consideradas matrizes de ordem 3x3, pois o problema de estado plano de
tensdo pode ser estendido para o caso geral de tensao (estado de tensao triaxial) e séo
prontamente programaveis nos softwares.

Substituindo as Equagdes (1) e (2) na Equagao (3), as componentes de ¢’ séo

obtidas
o, + o 0, — O.
O = ( ad > y) + = 5 Y0526 + T,y 5en26 (4)
o, +o o, — O.
g, = ( al > y) -= 5 Y0520 — Ty, 5en26 (5)
Ox — 0y
Txlyl = —TsenZH + TxyCOSze (6)

2.2 Tensoes principais no plano

Além disso, a partir da matriz do tensor tenséo (o), representado no sistema de
coordenadas de referéncia (x,y), € possivel obter os valores maximos e minimos das
tensbes normais e suas respectivas diregbes principais ou sistema de coordenadas
principal. O tensor tensao ¢ € uma transformacao linear tal que

ovV=A1v, (7)

em que o escalar A é chamado autovalor de @, e qualquer vetor v que torne
verdadeira a Equagao 7 associado ao autovalor A.

Sendo assim, os autovalores ou tensées principais de ¢ sao calculados resolvendo
a seguinte equacéao

det(o —AI) =0 (8)

Por sua vez, os autovetores v (vetores que indicam as diregbes das tensdes
principais) podem ser obtidos substituindo-se o valor de A na equacgao o v = Av e resolvendo
o sistema linear homogéneo:

(6 —ADv=(0,00) (9)

Uma matriz é definida como simétrica se ela for igual a sua transposta. Se a matriz
for simétrica, os autovalores sdo necessariamente reais. Esse é o caso da matriz do tensor
tensdo de Cauchy (o). Para matrizes simétricas, autovetores associados a autovalores
distintos sdo ortogonais e os autovalores s&o necessariamente reais.
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Todas as equagdes e operagdes matriciais foram implementados em softwares de
programacao, tais como Python, Octave, Scilab, etc que foram escolhidos a critério do aluno
e por terem licengas livres.

3 METODOLOGIA

Foram mostradas para os alunos algumas aplicagdes do célculo de transformagéao
de tensbes com o intuito de motiva-los sobre o tema. Como exemplos, tem-se soldas de
chapas de vasos de pressao em angulo, aplicagdes de engenharia de materiais compositos
em que a diregdo das fibras forma um angulo com o sistema de coordenadas de referéncia,
falha de materiais frageis sob cisalhamento puro que ocorre a 45° entre outras. Em
seguida, foi trabalhado um exemplo no qual as componentes de tensdo que representa o
estado plano de tensao no elemento infinitesimal em relagao ao sistema de coordenadas
de referéncia (X, y) sdo conhecidas. Para fins de ilustracdo, foram considerados os
seguintes valores: o, =-20 MPa, g, = 90 MPa e 7,,, = 60 MPa. Estes dados foram utilizados
na rotina de programacao elaborada pelos alunos nos softwares (open source) Python,
Octave, etc. Para a execugéao do trabalho, formou-se grupos de dois ou trés alunos a fim
de estimular o trabalho em equipe e promover a troca de conhecimento entre eles.

Sabe-se que apods o término da atividade, o aluno consegue comparar com clareza
seu nivel de conhecimento antes e depois da realizagao do trabalho. Entao, foi elaborado
um questionario para os alunos cujo objetivo foi verificar se a estratégia de ensino (estudo
de aplicagdes da engenharia, utilizando conceitos de algebra linear, através de softwares
de programacao) facilitou o processo de ensino aprendizagem sobre o assunto abordado.
Entdo, as perguntas do questionario versaram sobre os aspectos positivos e negativos da
metodologia do ensino empregada no trabalho. O formulario foi elaborado na plataforma
Teams, disponibilizada pela instituicdo para os alunos e professores, por meio da
ferramenta Microsoft forms e disponibilizado por meio de link no ambiente de postagens da
turma.

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

O comportamento das tensdes normais e de cisalhamento dadas pelas Equacbes 4
a 6 versus o angulo de rotagéo (8) considerando os dados g, = -20 MPa, o, = 90 MPa e

Ty = 60 MPa € mostrado na Figura 2. Verifica-se que as tensGes variam continuamente a

medida que a orientacdo do elemento € alterada para toda faixa de 0° a 360°. Em
determinados angulos, a tensdo normal atinge um valor maximo ou minimo, em outros
angulos torna-se nula. Da mesma forma, a tensdo de cisalhamento tem valores maximo,
minimo e zero em certos angulos. A partir da analise do grafico, o aluno consegue observar
que as tensdes de cisalhamento sdo nulas nos planos principais, nos quais as tensdes
normais sao maximas e minimas (tensdes principais). O grafico ajuda o aluno no
entendimento do comportamento das tensdes em todos os planos rotacionados do
elemento e ndo apenas para um caso, como € comumente mostrado nos exemplos dos
livros classicos de Resisténcia dos Materiais. Além disso, um novo grafico e/ou as
componentes de tensdo para um angulo especifico sdo obtidas rapidamente com o auxilio
da programacgéo, em que as entradas do programa podem ser alteradas livremente.
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Figura 2 — Grafico das tensdes normais (a7 € 0,/) €
tensé&o cisalhante (z,/,/) versus o angulo de rotagéo
(0) do plano.
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Fonte: Préprio autor

Em seguida, foram determinados os autovalores da matriz do tensor tenséo
utilizando a Equacgéao 8. Os seguintes valores foram obtidos A1 = -46,4 MPa e A2 = 116,4
MPa. Para cada autovalor foi determinado o seu autovetor associado, resolvendo a
Equacao 9. Obteve-se os vetores v1 = 0,915348192907307x — 0,402663241110145y e v2
=-0,402663241110145x - 0,915348192907307y.

Os autovalores foram comparados com os valores maximos e minimos das tensodes
normais observados no grafico da Figura 2. Verifica-se também na Figura 2 que a
orientagao (angulo) da dire¢ao principal coincide com aquela do autovetor. Constata-se que
nessa orientagao a tensao cisalhante é nula, como esperado.

Vale ressaltar a importancia da determinagao das tensdes principais, uma vez que
sao utilizadas no projeto de componentes de material fragil, assim como, s&o utilizadas no
calculo da tensao de von Mises que ¢ utilizada no projeto de pegas de materiais ducteis.

Com o objetivo de verificar a percepgao dos alunos, foi utilizado um formulario on-
line (Forms office) como estratégia de metodologia ativa na avaliagdo do trabalho. Todos
os 17 alunos da turma responderam ao questionario cujo tempo médio para concluir foi de
quatro minutos. A seguir, as respostas ao questionario indicam o sucesso da atividade
obtido por meio da implementacéo da estratégia de ensino.

Primeiramente, perguntou-se acerca do nivel de conhecimento dos alunos sobre
ferramentas computacionais necessarias para execucao do trabalho. 71% dos alunos nao
tinham ou tinham poucas habilidades em softwares de programagao, conforme mostra o
grafico da Figura 3.
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Figura 3 — Grafico das respostas a pergunta: Como

vocé classifica as suas habilidades na utilizagdo de

softwares de programacéo (Python, Octave, Scilab,
etc) antes de realizar este tipo de trabalho?

. Boas 1
. Satisfatona 4
. Poucas g
[EPoucas: 9 (53%)
@ N3o tinha habilidades E

Fonte: Préprio autor

Uma das sugestbes apontadas pelos alunos para contornar esta deficiéncia é a
realizacdo de atividades extracurriculares, como minicursos, de modo a introduzir aos
alunos o uso de ferramentas de simulagdo/computagao. Foram disponibilizados para os
alunos tutoriais de softwares e videos com o0 passo a passoO para programagao de
operagdes por matrizes e plotagem de graficos a fim de ajuda-los nessa deficiéncia. Os
alunos também tiraram duvidas de programagéo ao longo da realizag&o da atividade.

Outro ponto importante é que 76% da turma n&o conhecia aplicagées de engenharia
utilizando o calculo de autovalor/autovetor de uma matriz, conforme aponta o grafico da
Figura 4. Os alunos foram questionados se durante o ciclo basico do curso de engenharia
(Ex: disciplina de Algebra linear), os professores comentaram sobre alguma aplicacdo de
engenharia utilizando este tipo de calculo (autovalor e autovetor).

Figura 4 — Grafico das respostas a pergunta: Durante
o ciclo basico do curso de engenharia (Ex: disciplina
de Algebra linear), os professores comentaram ou
mostraram alguma aplicagéo de engenharia utilizando
este calculo (autovalor e autovetor)?

.Sm
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Fonte: Préprio autor

Verificou-se que 83% dos estudantes afirmam que o uso de programacgéo e do
calculo matricial como ferramenta de ensino ajudou a motiva-los a estudar e facilitou o
aprendizado do conteudo, conforme mostra a Figura 5. Esta percep¢cao mostra o quéo
importante a metodologia empregada se mostrou atrativa e eficiente no processo de ensino-
aprendizagem.
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Figura 5 — Gréfico das respostas a pergunta: O
trabalho te motivou a estudar e facilitou o aprendizado
do conteudo?
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Fonte: Préprio autor

Ressalta-se que 76% dos alunos indicaram que o trabalho ajudou muito ou
satisfatoriamente a desenvolver outras habilidades e competéncias como, trabalho em
equipe, comunicagao, aprendizado de forma autdbnoma, lideranga, planejamento, uso de
ferramentas de simulagao, etc. Vale ressaltar que os grupos de alunos se reuniam para
discutir sobre a execugao e andamento do trabalho. A ferramenta Teams permite que os
alunos fagam video chamada para reunido de equipes ou utilizem o chat em grupo para
discussao por mensagens.

Figura 6 — Gréfico das respostas a pergunta: O
trabalho ajudou a vocé desenvolver outras
habilidades como, programacéo, trabalho em equipe,
comunicagao, etc?

@ WMuito 7
. Satisfatonamente b
. Pouca 4

Fonte: Préprio autor

Todos os alunos apontam que o uso de softwares facilita e otimiza a analise do
problema, porém o entendimento dos resultados da simulagdo ocorre somente quando se
conhece previamente a teoria que descreve o fendbmeno.

Vale destacar que os alunos puderam tirar duvidas presencialmente com o professor
ou por meio de “chat’ na plataforma Teams ou e-mail institucional. Ha horarios especificos
para atendimento aos alunos fora do horario de aula. Além disso, os estudantes podem
enviar perguntas a qualquer momento via chat e, entéo, o professor responde-as quando
acessa o sistema.

Por fim, os alunos também puderam opinar sobre os desafios e contribuicbes do
trabalho para melhoria do processo de ensino-aprendizagem. A seguir serdo destacados
alguns relatos dos alunos.
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“A contribuicdo da utilizacdo de software € que as respostas ficam mais visiveis e
nds conseguimos ver na pratica a diferenga que cada variavel faz no resultado final. A
dificuldade foi na parte de programar o software porque (eu particularmente) n&o tinha feito
antes. Contudo, a experiéncia foi valida para acrescer conhecimento.” (Aluno A).

“As maiores dificuldades foram: entender como funciona calculos matriciais em
softwares e aprender a linguagem do software.” (Aluno B).

“A metodologia de usar cédigos para facilitar € mais que essencial hoje em dia.
Acredito que noés como engenheiros precisamos conhecer a teoria e deixar os
computadores realizarem os calculos com o intuito de poupar tempo. Ao saber também a
teoria, se o computador nos entregar algum resultado errado teremos nog¢ao de que algo
ndo aconteceu como deveria.” (Aluno C).

“A maior dificuldade foi aprender a utilizar o programa do zero para realizar a tarefa
a tempo de entregar.” (Aluno D).

“A curiosidade em buscar informagbes (desde videos sobre algebra linear até os
focados em programagéao) para conseguir desenvolver os codigos e resolver os problemas.”
(Aluno E).

“Os desafios para atividades relacionas a softwares requerem um tempo maior, pois
cada linguagem possui uma maneira de ser escrita e isso requer um certo tempo para
assimilacao e aprendizagem.” (Aluno F).

5 CONSIDERAGOES FINAIS

A partir do projeto proposto na disciplina de Resisténcia dos Materiais Il, foi possivel
determinar as tensdes em diferentes orientagées de um elemento utilizando a matriz de
rotacao, assim como, as tensdes principais e suas diregdes utilizando o calculo de autovalor
e autovetor. Os calculos matriciais, incluindo autovalor e autovetor, foram implementados
em software de programacao a exemplo do Python, Octave, etc. Para a execugao do
trabalho, formou-se grupos de dois ou trés alunos a fim de estimular o trabalho em equipe.
Além disso, aplicou-se um questionario para avaliar, sob o ponto de vista dos alunos, os
aspectos metodologicos da atividade. A partir das respostas ao questionario foi verificada
a importancia da estratégia de ensino empregada, por meio do uso de calculo matricial
implementado em software, com a qual os alunos participaram ativamente do processo
ensino aprendizagem e compreenderam conceitos complexos de forma mais facil e
motivadora. Esta estratégia pode ser aplicada em outros conteudos da disciplina e em
outras disciplinas de engenharia.
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TEACHING MECHANICS OF MATERIALS USING LINEAR ALGEBRA AND
PROGRAMMING: APPLICATION OF EIGENVALUES AND EIGENVECTORS

Abstract: This work aims to apply a teaching strategy for the study of stress transformation
and main stresses, on the mechanics of materials subject that composes the professional
cycle of disciplines of the Graduation in Mechanical Engineering, from CEFET/RJ Campus
Angra dos Reis. This type of active learning methodology provides motivation, interest,
autonomy and interaction of the students in each stage of the work. The proposed work was
the determination of plane stress transformation, principal stresses and principal planes in
the material using the concepts of rotation matrix and eigenvalues/eigenvectors studied in
Linear Algebra via software open source. To carry out the work, groups of two or three
students were formed in order to encourage teamwork. In addition, an online form was
applied capture the student’s perception about the methodological aspects of the activity.
From the answers collected in the form, the importance of the teaching strategy used was
verified, in which the students were able to assimilate the subject and understand complex
phenomena in an easier and more motivating way.

Keywords: active learning, mechanics of materials, linear algebra, eigenvalues

i

anizagao = 5 QP} ffl‘- 3\
e EABENGE = O

LINICAMB




