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Resumo: As solucBes de problemas fisicos relacionados ao contexto de engenharia
apresentam uma importancia visivel, devido carregarem intrinsicamente métodos,
consideracdes, hipoteses simplificadoras e aplicacGes relevantes de interesse constante na
elaboragdo de projetos de pesquisa cientifica-académica e industrial. Sendo assim, essas
solucdes partem, em inimeros casos, de modelos tedricos fisicos-matematicos descritos por
equagdes diferenciais. Desta forma, o presente artigo busca realizar um estudo inicial acerca
do elo entre os modelos tedricos e de solucdo, visando apresentar aspectos conceituais e
aplicacles. Para tanto, seguindo um escopo pedagdgico e introdutdrio, usa-se como veiculo
de transmissdo e exemplificacdo os procedimentos numéricos baseados da técnica de
diferencas finitas. Os casos testes sdo direcionados com dois exemplos associados a anélise
de um sistema oscilatorio livre amortecido e um problema de tor¢éo de barras retangulares.
Em sintese, os resultados numéricos apresentaram o comportamento esperado, mostrando ser
uma técnica de facil aplicacdo e conceitualmente simples, sendo uma excelente ferramenta
numérica para introduzir a utilizacdo de métodos numéricos na engenharia aos discentes.

Palavras-chave: Engenharia. Diferencgas Finitas. Educacional. Modelos teoricos.

1 INTRODUCAO

As equacOes diferenciais com variados tipos de complexidades presentem nos inimeros
fendmenos fisicos podem transitar de diferentes naturezas como ordinaria, parcial, linear, ndo
linear, parabdlica, hiperbolica, puramente difusiva e dentre outros aspectos que classificam
um modelo diferencial. Neste contexto, os modelos diferenciais analiticos sdo baseados, em
modo geral, em principios fisicos, relagdes constitutivas do material, condi¢6es de contorno,
efeitos externos e dentre outros conceitos da fisica-matematica. Sendo assim, é possivel
fornecem solugdes bem postas e fechadas para determinados problemas fisicos especificos,
com geometrias e processos fisicos simplificados, que sdo frequentemente usados para
validag&o parcial de um programa computacional (LAPIDUS; PINDER, 2011). Estes modelos
fornecem uma previsdo simplificada para a resposta do problema, construindo uma base
inicial acerca do comportamento do fendbmeno.

As ferramentas de solucdo de problemas de engenharia, em modo mais abrangente,
podem ser divididas em dois grupos, os procedimentos tedricos e 0s experimentais.
Direcionando a discussdo aos métodos analiticos e numéricos que compdem basicamente o
grupo dos métodos tedricos. Inicialmente, os problemas de engenharia possuem uma
variedade de complexidades, a adocdo de hipdteses de célculo que objetivam simplificar o
problema pode acarretar em solucGes que néo interpretem o comportamento real. A maioria
dos problemas praticos de engenharia ndo apresentam comportamentos triviais, com
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processos nao lineares, geometrias nao estruturadas, regime transiente, acoplamentos fisicos e
matematicos, dentre outros aspectos, sendo quase improvavel o conhecimento de uma solugéo
analitica, direcionando as solugbes destes problemas para a aplicagdo de técnicas numéricas.
Deste modo, 0 uso de métodos aproximados € uma excelente alternativa, uma vez que 0s
computadores estdo com sua capacidade de processamento e armazenamento em crescente
evolucdo, o que permite solucionar problemas com maior nivel de complexidade (NEVES,
2019). Desta forma, dentre as técnicas aproximadas usuais na engenharia, cita-se o método de
elementos finitos, volume finitos, elementos de contorno e como pioneiro nesse escopo, tem-
se 0 método das diferencas finitas (MDF), destacando-se pela sua simplicidade e eficiéncia na
solugdo, sendo por sua vez a técnica escolhida como guia para as andlises e debates.

Figura 1 — Esquema didatico geral acerca dos modelos analiticos e métodos numéricos.

Meétodos das Diferencgas Finitas
Métodos Métodos Elementos Finitos
Numéricos Métodos dos Elementos de Contorno
Métodos dos Volumes Finitas

‘\\ Meétodo Sem Malha
Estruturas ‘
i____4& Modelos Solugdes
Fluidos L Teoricos de

y, Fis-Matem. Engenharia

Fonte: Acervo Pessoal.

A partir desse cenario, é notorio o forte e direto elo entre os modelos tedricos fisicos-
matematicos governantes de fendmenos e as solucdes recorrentes na engenharia, interligados
pelo uso de métodos numéricos que possibilitam realizar variadas investigacfes de pardmetros
fisicos, tipos de carregamentos, configuragcbes geométricas e dentre outros. Para exemplificar
essas interagdes entre 0s modelos analiticos que descrevem os diversos problemas fisicos e
métodos numéricos sdo esquematizados na Figura 1. Desta maneira, esse artigo visa
apresentar de forma introdutéria e pedagdgica os procedimentos aproximados para alguns
problemas de engenharia, a fim de expandir a visdo dos discentes para a importancia dos
métodos numéricos na engenharia atual, uma vez que 0S programa comerciais
majoritariamente utilizam essas técnicas para as soluces.

2 CONCEITOS E APLICACOES DA TECNICA DE DIFERENCAS FINITAS

O método das diferencas finitas ¢ uma técnica de natureza diferencial que busca em sua
esséncia aproximar as derivadas contidas nas equagdes diferenciais governantes dos
fendomenos fisicos de engenharia por meio de simples expressdes algébricas de diferencas
entres pontos adjacentes contidos no dominio discreto (OZISIK et al., 2017). A formulagio
matematica do MDF ¢ baseada na expansao em série de Taylor, conforme posto na Equagao

(1).
ot fnx " ]cn+1( ) -
f(x)=; o G ) o (e = )™ ®
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A partir da Equacéo (1) pode-se derivar as aproximacdes dos operadores diferenciais,
como para as expressoes de derivadas de segunda ordem com esquema de diferengas centrais
e derivada de primeira ordem com esquema progressivo, conforme mostrado a seguir:

d*f o fis1 —2fi + fia af  fin—fi @)
dx? Ax? dx  Ax

Onde Ax é o espacamento espacial da malha numérica. Além disso, para equacdes
diferenciais parciais localizadas em torno de dominio bidimensional, as expressdes
matematicas apresentadas na Equacdo (2) podem ser expandidas naturalmente em cada
direcéo cartesiana, conforme pode ser visto em detalhes no trabalho de Neves et al. (2018a).
Na Figura 2 apresenta-se um esquema do processo de discretizagdo do dominio conjunto com
a representacdo da molécula computacional (ou usualmente conhecido como stencils) para 0s
pontos centrais com espacamento uniforme entre os nos.

Figura 2 - Representacdo do dominio discreto bidimensional e stencils.
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Fonte: Acervo Pessoal.

Uma etapa caracteristicas dos métodos numeéricos é o processo de discretizacdo, uma vez
que a abordagem dessas técnicas é realizada em torno de um dominio finito de elementos,
contrariando as premissas bésicas das solucdes analiticas definidas em um dominio com
infinitos pontos, direcionando a solugcdo de engenharia ao surgimento dos erros numéricos.
Sendo assim, simplificadamente, quanto mais refinada for a malha numérica, o dominio tende
a ser melhor representado, o que demanda conjuntamente um maior custo computacional.

Figura 3 - Caracteristicas gerais dos casos estudados.
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Fonte: Acervo Pessoal.

Promocgao: Realizacao:

& ABENGE BUCS

Associagdo Brasileira de Educagdo em Engenharia LDJé“ (l:X)%gg IDDOAS%E



XLVIII Congresso Brasileiro

L Ol a O3 de dezembro

Evento On-line

{C COBENGE

2020

da ABENGE

"Os desafios para formar hoje o engenheiro do amanha"

Para compreender os procedimentos numericos de diferencas finitas estuda-se dois casos
com um potencial didatico, visando explorar algumas caracteristicas do método. O primeiro
caso é caracterizado por um sistema massa-mola amortecido livre, conforme representado do
croqui na Figura 3(a). Aplicando a segunda lei de Newton, também conhecida frequentemente
como principio fundamental da dindmica, é possivel determinar a equacdo diferencial de
movimento para sistemas de um grau de liberdade (KREYSZIG, 2009), conforme posta a
seguir:

I d
m dl:_gt) o l;(tt) +ku(t) = £(£) = 0 (3)

Onde as constantes m, ¢ e k representam respectivamente a massa, coeficiente de
amortecimento viscoso e de rigidez. Sendo assim, a aplicacdo do método das diferencas
finitas é imediata, aproximando diretamente os operadores diferenciais de natureza temporal,
resultando na expresséo abaixo Equagéo (4).

Upy1 — 2Up + Upq Uni1 — Un _
[P [F IR ] = 0 (4)

Os fendmenos de oscilagbes de sistemas massa-mola descrito pelo Equacdo (3) nédo
apresentam partes espaciais, somente operadores temporais de primeira e segunda ordem.
Desta maneira, deve-se impor duas condi¢des iniciais ao sistema, dadas por u(0) = u, €
1(0) =V, A partir disso, a solucdo numérica é construida de forma explicita, conforme dado
a sequir:

cAt I cAt  At*k

m + 1 upyq = m m lun — Un-1 ®)

A solucédo da Equacéo (5) é realizada com base em um processo numérico simples, a fim
de avaliar o deslocamento em cada passo de tempo n + 1. Para os instantes iniciais, deve-se
realizar um tratamento especifico associado as aplicacbes das condicdes iniciais (SILVA,
HELAYEL NETO, 2016), conforme apresentado na Equacéo (6).

w(0) = [upsr — up11/24t =V,

Os parametros fisicos adotados para a simulacdo computacional realizando no Matlab
R2015a, m = 10 kg, k =90 N/m e considera-se trés configuracdes para a constante de
amortecimento, sendo ¢ = 100, 60 e 10 kg/s. Além disso, as condi¢@es iniciais sdo u(0) =
0,16 e u(0) = 0. O passo no tempo é adotado igual a 0,1 segundos e realiza-se um total de
100 iteragBes. Os resultados numéricos obtidos com a implementacdo do meétodo das
diferencas finitas sdo sintetizados na Figura 4.
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Figura 4 - Deslocamento do sistema para resposta livre amortecida com diferentes propriedades de
amortecimento do oscilador.
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Fonte: Acervo Pessoal.

Observa-se que dependendo da propriedade de amortecimento escolhida, o sistema
apresenta um comportamento diferente. Considerando o sistema sem amortecimento, ¢ = 0,
nota-se uma resposta periédica com amplitudes maxima iguais ao longo do movimento.

Quando adota-se um coeficiente ¢ = ¢ = 2vVkm , 0 movimento n&o apresenta oscilagdes e
o deslocamento tende assintoticamente a zero, define-se entdo que o sistema € dito como
criticamente amortecido. Esse valor critico do coeficiente de amortecimento viscoso é
importante e serve como referéncia para anélise dindmica.

Considerando a configuracdo de amortecimento supercritico, onde c¢ > c.rit, O
movimento retorna a configuracdo neutra em um tempo maior que o caso do amortecimento
critico, contudo, ainda ndo existe oscilagdo. Todavia, quando considera-se amortecimento
subcritico ¢ < cqrir, 0 Sistema massa-mola oscila com movimento ndo periodico e
gradualmente retorna a sua posicdo de origem, sendo caracterizado usualmente como uma
oscilador subamortecido.

O segundo teste estudado é composto de um problema bidimensional governado pela
equacdo de Poisson, definido como um importante fenémeno na area da engenharia estrutural,
0 problema em questéo é a tor¢do de barras de secéo retangular, conforme esquematizado na
Figura 3(b). Sendo assim, baseado nos conceitos da teoria da elasticidade conjunto com as
propostas de Prandtl utilizando a funcdo tensdo ¢ e as ideias da analdégia de membrana
(TIMOSHENKO; GOODIER, 1980), esse problema é descrito pela seguinte expressao:

%2¢p 0%¢
922 + ayz = 2G6 = F @)

Onde G e 8 sdo modulo de rigidez do material e o angulo de rotacdo respectivamente.
Além disso, € possivel provar matematica que a funcdo tensdo deve ser constante ao longo do
contorno, possibilitando adotar um valor nulo. Desta forma, a primeira etapa de calculo do
problema é determinar os valores da funcdo tensdo de Prandtl aplicando as expressfes
aproximadas de diferencas finitas, resultando na seguinte sentenca.
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(¢i+1,j —2¢;; + ¢i—1,j) N (¢i,j+1 —2¢;; + ¢i,j—1) _F (8)

Ax? Ay?

Tomando os espacamentos cartersianos entre 0s pontos iguais, tem-se que Ax = Ay =h
e reagrupando os termos da Equacdo (8), chega-se na expressdo matematica final do
problema, conforme dado pela Equagéo (9).

Givrj+ Picr; — 4P+ Pijra + i jo1 = hPF 9)

O stencils apresentado na Figura 1 é uma representacdo da Equacao (9), a fim de facilitar
0 processo de constru¢gdo da matriz do sistema. Em um segundo momento, busca-se
determinar as varidveis secundarias do problema, onde sdo nesse problema o ponto de maior
interesse da engenharia, uma vez que aproxima-se nessa etapa as tendes de cisalhamento do
problema de torcao, conforme posto a sequir:

_ ¢ _ Pijri=Pij1 _ _0% _ _ $ir1j=Pinj

~ 9y 2h Yz 9x 2h (10)

Tx Z

As simulagBes computacionais realizadas utilizam as propriedades fisicas e as dimensdes
da secdo sendo unitarias. Primeiramente realiza-se um teste de malha, a fim de verificar o
comportamento da técnica nimerica em relacdo a solugcdo analitica do problema, conforme
posto a seguir pela Tabela 1. Essa convergéncia da solucdo direcionada pelo teste de malha é
uma estratégia interessante e recorrente na engenharia.

Contudo, vale destacar que usualmente ndo se tem a solucdo analitica do problema,
disponivel somente para casos com condicOes fisicas e geométricas bem definidas. Desta
forma, esse teste de malha auxilia o usuério verificar em qual momento os resultados nédo
apresentam variagdes siginificativas, indicando a relagdo 6tima entre a menor malha e os
resultados com baixa oscilagcdo. Importante mencionar que ndo existe uma ligacao direta entre
os resultados convergidos em relacdo ao teste de malha realizado e eles estarem adequados
fisicamente, sendo papel do usuério verificar e ajustar (caso necessario) os resultados obtidos
com comportamento fisico do problema estudado.

Tabela 1 — Resultados quantitativos acerca da convergéncia dos
resultados em relagdo ao refinamento da malha numérica.

Erro Médio (%)
Funcdo Tensdo  Tensdo Méaximo

Malha NPA NPT

1 5 25 4,833 14,979
2 9 81 1,383 6,306
3 17 289 0,384 2,415
4 21 441 0,253 1,734
5 31 961 0,119 0,956
6 41 1681 0,069 0,675
7 51 2601 0,045 0,551
8 61 3721 0,032 0,476

Fonte: Acervo Pessoal.
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Para quantificar esses niveis de erro médio e malhas numéricas, na Tabela 1 apresenta
esses valores, sendo que NPA é o nimero de pontos por aresta do dominio e NPT é o nimero
total de pontos. Na Tabela 1 é possivel observar o decaimento do erro médio em rela¢do ao
aumento do numero de pontos discretos no dominio. Ressalta-se que a solucdo analitica
utilizada para as medicdes de perfomance numérica do MDF pode ser encontrada facilmente
em Timoshenko e Goodier (1980).

A partir desses resultados € possivel concluir que a técnica de diferengas finitas convergiu
a solucdo, apresentado baixos niveis de erro percentual. Contudo, observa-se que a funcéo
tensdo apresenta uma convergéncia mais acentuada em relacdo a tensdo méaxima de
cisalhamento. Esse comportamento é devido ao acumulo de erro das aproximacdes nas etapas
de célculo, ou seja, o calculo de varidveis secundarias usualmente carregam maiores niveis de
erro (Neves et al., 2018b).

Figura 5 —Distribui¢do bidimensional das tens6es de cisalhamento (a) ZY, (b) ZX, (c) resultante
e (d) funcéo tensdo de Prandtl.

....... +5.52E-01 ~6,137-01 1134E-01
| 14,16E-01 545E-01 +1,19F-01
| +2,791-01 477E01 ~1,04F-01
| +1 437-01 ~4,09T-01 8,03E-02

| 16,82E-03 341E-01 +7.441-02

1.29E-01 =2,73T-01 15,95E-02
2,66E-01 +2,04E-01 4. 46E-02

| 4,020-01 1.36E-01 =2,98E-02
—6.75E-01 ~0,00E-00 0,00E-00

(a) (b) © (d)

Fonte: Acervo Pessoal.

Adcionalmente, na Figura 5 mostra-se 0 campo bidimensional de algumas variaveis
associados ao problema de tor¢do. Esse tipo de visualizacdo é importante pra engenharia, uma
vez que nesses tipos de graficos permitem localizar possiveis regides criticas de projeto, como
uma concentracdo de tensdo, deslocamento maximo do elemento e dentre outros aspectos.
Além disso, é possivel verificar se as imposi¢do das condi¢cBes de contorno sdo feitas
corretamentes em um cddigo computacional.

Desta maneira, nas Figuras 5(a) e 5(b) mostram as tensdes de cisalhamento cartesianas,
onde pode-se verificar que as maximas tensdes ocorrem nas arestas médias do dominio,
seguindo o valor analitico de t,,,, = k2G6a, onde k é um fator numérico que depende da
razdo b/a. Na engenharia, usualmente busca-se a combinacdo dos efeitos e solicitagOes,
sendo assim, na Figura 5(c) mostra-se a tensdo de cisalhamento resultante, ficando visivel os
pontos de interesse e locais criticos na secdo transversal sob acao de torgao.

3 ASPECTOS EDUCACIONAIS E DISCUSSOES

A abordagem cléssica de ensino em cursos de graduacdo de engenharia é composta por
uma metodologia com uma forte base de célculo, entendimento da modelagem fisica-
matematica de fenomenos fisicos da natureza, aplicacdo de técnicas e estratégias praticas
utilizadas em prodimentos de calculo em projetos de engenharia e dentre outros aspectos.
Com avanco da técnologia a utilizacdo de programas computacionais de alto desempenho
passaram a ser uma ferramenta recorrente na solucéo de problemas de engenharia. Devido a
grande demanda técnica exigida aos engenheiros no mercado associado ao uso de ferramentas
computacionais no processo de elaboracédo e verificacdo de projetos, alguns déficits e lacuna
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teoricas podem ocorrer durante 0 processo de ensino nos cursos de engenharia, conforme é
discutido a sequir.

Atualmente, as solucdes de engenharia sdo usualmente definidas com base softwares
comerciais, destaca-se ANSYS, ABAQUS, TQS e SAP2000. Todavia, existe um conflito
entre as ferramentas computacionais que apresentam uma base de calculo interna fisica-
matematica-numérica avancada e o nivel arido de conhecimento dos discentes em formag&o
em cursos de engenharia, uma vez que as disciplinas especificas da area de engenharia
apresentam conceitos gerais sobre os conteldos. Deve-se destacar que a presente discussao
ndo esta direcionando para gque o0s usuarios tenham a obrigacdo de compressao por completo e
detalhada das formulagdes por trds dos programas. Contudo, é papel do usuario ter
conhecimento de conceitos e estratégias gerais para corrigir/interpretar possiveis (e provaveis)
inadequados resultados nos projetos e simulagodes.

Neste cendrio, contextualizacbes e questionamento apontados, 0 conhecimento basico de
técnicas numéricas e modelagem fisica-matematica durante a formacdo em cursos de
engenharia torna-se primordial e essencial para futuros projetistas, engenheiros e
pesquisadores. Desta forma, questfes relacionadas ao tema surgem de forma natural por meio
dos discentes, por exemplo:

o Como adquirir esses conhecimentos na graduagédo ?
o Qual programa aprender ? Como interpretar os resultados ?
o O que é método numeérico ? O que é discretizacao ?

Essas perguntas e dentre outras questfes sdo recorrentes por parte dos alunos, uma vez
que é um assunto amplo e complexo. Sendo assim, uma estratégia simples para expandir o
conhecimento dos alunos e “abrir a cabega” para esse mundo das ferramentas computacionais
aplicadas na engenharia é o estudo inicial de métodos numéricos aplicados a uma éarea de
interesse.

Conforme visto no item anterior do presente trabalho, a aplicacdo do método das
diferencas finitas (MDF) em alguns problemas fisicos simples ja fornecem aos discentes um
conhecimento acerca da solucdo de equacOes diferenciais, programacdo de algortimos
computacionais, solucdes de sistemas lineares, interpretacdo fisica, sendo que todos esses
fatores sdo contextualizados em problemas de engenharia, mesmo que ao nivel elementar,
contudo, fundamental para crescimento conceitual e matematico dos alunos, fornecendo no
futuro um melhor entendimento e manipulacdo dos ferramentas computacionais avangas
disponiveis na engenharia.  Cabe destacar que o0s softwares comerciais utilizam
majoritamente 0 método dos elementos finitos (MEF), entdo qual motivo de aprender MDF ?
A resposta é simples, o0 MEF é uma técnica mais robusta para compressdo em relacdo aos
avancados aspectos matematicos e numéricos, contudo, 0 MDF é uma técnica simples de
entender que fornecer alguns conceitos gerais sobre métodos numéricos que sdo primordiais e
aplicados em diferentes métodos numéricos.

Desta forma, o engamento dos discentes ao longo dos cursos de engenharia, com projetos
de extensdo, iniciacbes cientificas (IC), participagdo em congressos € em Cursos
complementares associados ao contexto de métodos computacionais na engenharia podem
auxiliar na construcdo de uma base inicial para solugdes de problemas mais complexos. Essas
importantes ferramentas sdo potencializadoras do processo de ensino-aprendizagem, uma vez
que fornecem conceitos sobre experimentacdo numérica associado a compreensdo do
comportamento dos problemas estudados.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho buscou apresentar ideias acerca da importancia do conhecimento de
modelos tedricos fisicos-matematicos e as solucdes praticas de engenharia utilizando métodos
numericos. Para seguir o escopo pedagdgico do debate, as aplicagdes de testes foram
direcionadas pelo método das diferencas finitas em problemas conhecidos na engenharia, a
fim de explorar os conceitos fisicos associados aos problemas sem exagero de matematica
complexa e abstrata.

Em sintese aos resultados numéricos obtidos com método numérico implementado
apresentou um comportamento satisfatério para os problemas estudados. Além disso, em uma
linha direcionada ao impacto e contexto acerca da importancia do conhecimento de uma
técnica aproximada atualmente na engenharia é imprescindivel aos discentes, uma vez que
projetos préaticos, pesquisas académicas e demais tarefas, usualmente necessitam da aplicacéo
de programas comerciais que baseiam seus procedimentos de calculos em métodos
numéricos. E claro, que a utilizagdo do MDF nesse trabalho é puramente didatica, servindo
como uma ponte para outros métodos mais robustos. Contudo, a técnica classica de diferencas
finitas fornece os conceitos gerais sobre métodos numéricos e exige aos discentes um preparo
teorico inicial devido a multidisciplinaridade exigida, transitando do conhecimento de célculo,
fisica, linguagem de programacéo, disciplinas especificas da area de atuacéo e dentro outros
requisitos.

Portanto, é fundamental para os discentes saber da importancia e as ferramentas
intrinsecas que ocorrem entre os processos de interacdo dos modelos analiticos, numéricos e
as solucbes de engenharia, que caminham juntos e possibilitam recursos poderosos para
investigacdo dos fenémenos fisicos.
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AN EDUCATIONAL APPROACH ABOUT THE LINK BETWEEN
PHYSICAL-MATHEMATICAL THEORETICAL MODELS AND
ENGINEERING SOLUTIONS

Abstract: The solutions of physical problems related to the engineering context are of visible
importance, because they carry intrinsically methods, considerations, simplifying hypotheses
and relevant applications of constant interest in the elaboration of scientific-academic and
industrial research projects. Therefore, these solutions start, in many cases, from theoretical
physical-mathematical models described by differential equations. Thus, this article seeks to
carry out an initial study about the link between theoretical and solution models, aiming to
present conceptual aspects and applications. For this purpose, following a pedagogical and
introductory scope, numerical procedures based on the finite difference technique are used as
a vehicle for transmission and exemplification. The test cases are addressed with two
examples associated with the analysis of a damped free oscillatory system and a torsion
problem of rectangular bars. In summary, the numerical results showed the expected
behavior, being a technique of easy application and conceptually simple and an excellent
numerical tool to introduce the use of numerical methods in engineering to the students.

Keywords: Engineering. Finite differences. Educational. Theoretical models.
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