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Resumo: Neste trabalho, importantes conceitos das Ciéncias Exatas, Computacdo e
Engenharias atuam de forma interdisciplinar para obter a melhor solucdo aproximada para
um experimento fisico. O objetivo do trabalho é mostrar como diferentes teorias podem ser
usadas para solucionar problemas nas Engenharias. Mais especificamente, serdo utilizados
aqui o método de Minimos Quadrados (estudado na Algebra Linear), as incertezas e operacoes
intervalares (estudados na Matematica Intervalar) e a linguagem Python (estudada na
computagéo) para resolver um sistema intervalar que fornece a melhor fungéo aproximada que
ajusta um conjunto de dados oriundos de um experimento fisico, no qual um carro se deslocava
com aceleracéo nula sob um trilho de ar horizontal. Ao fazer esse tipo de abordagem usando
a Matemética Intervalar, busca-se inferir como as incertezas provenientes do experimento,
assim como os erros gerados pelas representacdes e operagdes dos nimeros em computadores,
interferem no resultado obtido. Para isso, se fez necessario a utilizacdo da biblioteca Python
for Extended Scientific Computing (Python-XSC), a qual é baseada na estrutura da aritmética
intervalar e fornece fungGes para a resolucdo de sistemas lineares intervalares. A aplicacéo
do estudo feito se mostrou bastante eficiente e de facil utilizacdo, além de estimular os
estudantes de engenharia a buscarem solucdes inovadoras através da interdisciplinaridade das
teorias estudadas na &rea.

Palavras-chave: Aproximacdo de Fungdes. Matemdtica Intervalar. Minimos Quadrados.
Python. PYXSC.

1 INTRODUCAO

As metodologias aplicadas no ensino de engenharia que utilizam simultaneamente
diferentes conhecimentos, tém por objetivo contribuir com a formacdo dos estudantes e dar a
eles a oportunidade de simular alguns desafios encontrados na préatica de um engenheiro. Por
exemplo, utilizar situacdes problema, segundo Aradjo et al. (2016), é uma metodologia de
ensino que proporciona melhor compreensao e fixagéo dos contetdos estudados, além de tornar
o0 aprendizado mais significativo.

Outro fator que reforca a necessidade de aplicagcdes de metodologias inovadoras no ensino
de engenharia é o atual mercado de trabalho, que tem exigido alta qualidade dos profissionais
em engenharia. Além do conhecimento adquirido em sua formacéo, espera-se que o engenheiro
seja capaz de buscar novos conhecimentos e maneiras para solucionar os problemas e situagoes
inusitadas em sua prética de trabalho (PEREIRA; FREIRE; SEIXAS, 2003).
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O uso da interdisciplinaridade na formacgdo dos estudantes tem muitos papéis
importantes, como, por exemplo, mostrar que contetdos estudados em disciplinas diferentes
podem ser usados simultaneamente na resolucéo de problemas, desenvolver a capacidade de
trabalhar em equipe, simular problemas que sdo encontrados na pratica de trabalho permitindo
que haja uma andlise critica e sugestdes criativas para soluciona-los, dentre outros.

Dentro do contexto da interdisciplinaridade, o objetivo deste trabalho foi reunir conceitos
importantes de algumas disciplinas, como Algebra Linear, Matematica Intervalar, Computacio
e Fisica para utilizar um mddulo computacional de resolucdo de sistemas lineares com
coeficientes intervalares, denominado Python for Extended Scientific Computing (Python-
XSC), e adota-lo para encontrar a melhor funcdo que ajusta dados, como aqueles obtidos de
praticas experimentais.

Os resultados que serdo apresentados aqui foram desenvolvidos em um projeto de iniciacdo
cientifica, onde foi necessario o uso de diferentes teorias e um conhecimento aprofundado de
programacéo. No entanto, sera mostrado que a utilizacdo da ferramenta ja desenvolvida é facil
e proporciona excelentes resultados, principalmente em problemas reais, oriundos de
experimentos, onde a analise estatistica de erros é necessaria.

Os dados numeéricos oriundos de praticas experimentais trazem uma incerteza inerente do
proprio processo de medicdo. Esses dados, geralmente associados a grandezas fisicas, devem
ser claramente interpretados e, muitas vezes, essas medidas ficam sujeitas a erros que nao se
pode eliminar (NAGASHIMA, 2019). E neste contexto que se vé uma grande utilidade para a
Matematica Intervalar, que representando dados em forma de intervalos consegue incluir ao
valor mais provavel o maximo de informacdo com uma amplitude minima, como ressaltam
Hansen (1992) e Moore (1979).

Também existe uma grande diversidade de trabalhos utilizando a Matematica Intervalar na
area da computacdo cientifica, pois nesse ambiente ela se torna um instrumento muito poderoso
na analise e controle de erros oriundos da limitacdo do sistema de ponto flutuante (KEAFORT,
2013). Alem disso, em geral, a Matematica Intervalar torna mais perceptivel a influéncia dos
erros de entrada e de representacdes numéricas feitas pelo computador no resultado obtido
durante processo matematico-computacional (GRIGOLETTI et al., 2006).

O trabalho esta organizado da seguinte forma. Na Secdo 2 serdo apresentados importantes
conceitos da Algebra Linear utilizados para definir um método para obtenc&o da melhor solugéo
aproximada para sistemas inconsistentes. Este método, conhecido por Minimos Quadrados tem
grandes aplicabilidades praticas. Na Secdo 3 serdo apresentadas as principais defini¢des e
funcBes da Matematica Intervalar usadas neste trabalho para o tratamento da incerteza. Além
disso, nesta secdo é apresentado o médulo Python for Extended Scientific Computing (Python-
XSC) (GRIGOLETTI; DIMURO; BARBOZA, 2004), o qual é capaz de fornecer a solucao de
sistemas intervalares. Na Secdo 4, é apresentado um experimento fisico realizado em
laboratorio com o objetivo de obter a melhor funcdo de ajuste de dados. O problema seré
modelado utilizando um sistema linear intervalar e serd mostrado como o Python-XSC é
utilizado para obtencdo da funcdo 6tima. Por fim, serdo feitas as consideragdes finais do
trabalho.

2 APROXIMACAO DE FUNCOES COM A ALGEBRA LINEAR

Muitos problemas experimentais, que lidam com andlise de dados, tém por objetivo
encontrar uma funcdo aproximada que se ajusta a um conjunto de dados (xq,y;),
(x2,¥2), -+, (X, y») COM UM erro minimo.

Segundo a Algebra Linear, para encontrar uma fungdo y = f(x) para este problema,
deve-se supor que todos os pontos (x,, y,) satisfazem a funcdo. Como existem n dados, este
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procedimento gera o sistema Au = w de n equacOes com o ndmero de varidveis correspondente
aos coeficientes da funcdo y = f(x). Por exemplo, se a funcdo for da forma y = ax + b, 0
sistema tera as variaveis a e b, ou se for y = ax? + bx + c, as variaveis do sistema serdo a, b
e c. Independente da funcdo, o sistema sera inconsistente pois, na verdade, 0s pontos ndo estdo
todos sobre a curva descrita pela fungdo escolhida (KOLMAN; HILL, 2012).

A resolucéo deste problema utiliza 0 método classico da Algebra Linear conhecido por
método dos Minimos Quadrados que, utilizando projecGes ortogonais, consiste em resolver em
resolver a Equacdo (1), onde A é a matriz constituida pelos coeficientes das variaveis, AT é a
matriz transposta obtida de A, 1 é o vetor coluna constituido pelas variaveis e w é o vetor coluna
constituido pelos termos independentes do sistema.

ATAT = ATwW 1)

Por exemplo, se f(x) = ax + b, a Equacéo (1) fornece os melhores valores para a e b,
que é a melhor solucéo aproximada para Ai = w e, consequentemente, a melhor funcéo y =
f(x) que ira ajustar os dados experimentais (ANTON, 2006).

No processo de obtencdo dos dados experimentais pode acontecer alguma impreciséo
numérica e, além disso, durante a realizacdo dos calculos computacionais erros numéricos de
arredondamentos e truncamentos também podem surgir. Para tratar este aspecto da incerteza,
comum no processo experimental, pode-se recorrer a Matematica Intervalar que fornece um
meio de representar valores numéricos x na forma de intervalo [x4, x,].

3 TRATAMENTO DE INCERTEZAS NA COMPUTACAO CIENTIFICA

A Matematica Intervalar € uma teoria matematica introduzida por Moore na década de 60
(MOORE, 1979) com objetivo fundamental de fazer o tratamento automatico e assegurado de
erros em computacao cientifica, onde os parametros e dados iniciais sdo constituidos por algum
tipo de erro, sendo assim categorizados como incertos (GRIGOLETTI et al., 2006). Dentre 0s
varios conceitos abordados pela Matematica Intervalar, esse artigo utiliza como base as
concepcdes de intervalos de nimeros reais e matrizes intervalares.

Um intervalo de reais ou simplesmente intervalo [X] é definido como um conjunto nédo
vazio de nimeros reais X = [x;; x,] = {x € R|x; < x < x,}, em que x; é conhecido como o
extremo inferior e x, é 0 extremo superior. O conjunto de todos os intervalos reais € denotado
por IR. A aritmética mais comumente utilizada para operar com esses elementos foi introduzida
por Moore e define para todos os intervalos X = [x;;x,],Y = [y1; ¥2] as seguintes operacdes:
X+Y=[x;+ysx,+y.; X—=Y =[xy —y,;x, —y1]; X XY = [min(K), max(K)], onde
K = {x1Y1,X1Y2, %21, X2Y>}; X/Y = [min(L), max(L)], onde L = {x;1/y1,X1,¥2, X2/Y1, X2/
y»}, com 0 ndo pode pertencer ao intervalo Y (MOORE, 1979).

Uma matriz intervalar é uma matriz em que cada elemento é um intervalo. Mais
especificamente, uma matriz intervalar de m linhas e n colunas ¢ definida por A’ = (Aif)mxn'

onde 4;; € IR paratodoi = 1,...mej = 1,....n, sendo o conjunto de todos esses elementos
denotado por My, Se A = (a;;)mxn € Uma matriz real, entdo A c A’ quando a;; € 4;;, para
todoi =1,...mej=1,...n (HANSEN, 1992).
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As operagdes de soma, subtragéo e multiplicacdo de matrizes intervalares sdo semelhantes
as operacOes de matrizes reais, com a diferenca que os célculos realizados termo a termo
utilizam a aritmética intervalar.

3.1 A biblioteca Python for Extended Scientific Computing (Python-XSC)

Atualmente, existem vérias bibliotecas para Matematica Intervalar implementadas nas
mais diversas linguagens. Entretanto, segundo Dias (2002), estas bibliotecas, em geral, néo
possuem como objetivo serem utilizadas em praticas de ensino, muito menos sdo de facil
aprendizado para o desenvolvimento de aplicagfes. Assim como, os modulos mais conhecidos
nessa area sao pagos, como o Intlab (RUMP, 1999) (biblioteca de Matematica Intervalar para
0 Matlab), o que dificulta mais ainda o acesso.

Dentro desse contexto, foi desenvolvido o médulo Python for Extended Scientific
Computing (Python-XSC) (GRIGOLETTI; DIMURO; BARBOZA, 2004). Este é um conjunto
desenvolvido em Python, utilizando o paradigma da Programacdo Orientada a Objetos (POO),
que implementa classes basicas para a manipulacdo de intervalos, segundo a teoria da
Matematica Intervalar (MOORE,

1966, 1979; ACIOLY, 1991).

Na Figura 1, é apresentado a arquitetura do médulo Python-XSC, o qual é composto pelas
seguintes classes: (i) xscGlobals, (ii) eFloat, (iii) interval, (iv) iMatrix, (v) iEquationSolve e (vi)
erro.

Figura 1- Diagrama de classes da biblioteca Python-XSC

xscGlobals

error eFloat |<= - interval <<= = iMatrix |<€= = = = = = = iEquationSolve
iiMatrix iVector iDirectMethod ilterativeMethod

Fonte: (GRIGOLETTI; DIMURO; BARBOZA, 2004)

E importante ressaltar que o méodulo Python-XSC é licenciado pela GPL, ou seja, tem o
codigo aberto e é distribuido como software livre. Assim como, o Python-XSC é portavel e
multiplataforma, caracteristicas estas herdadas da linguagem Python.

O Python-XSC, neste artigo, é utilizado para representar os intervalos, as matrizes
intervalares e para resolver um sistema linear intervalar proveniente da aplicacdo do método
dos minimos quadrados com o objetivo de obter o melhor ajuste intervalar para a curva que
descreve o movimento retilineo uniforme.

4 APLICACAO EM AJUSTE DE DADOS

A ferramenta computacional para resolugdo de sistemas intervalares, obtida com a
interdisciplinaridade, particularmente a biblioteca Python-XSC, serd usada para encontrar a
melhor funcdo horéria do espaco X(T) = X, + V = T de um experimento fisico com a presenca
de incertezas.

A prética experimental realizada no laboratério de Fisica foi feita considerando uma
incerteza de 0,01 nas medidas de tempo e distancia percorrida pelo carro dando origem ao
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conjunto de dados intervalares ([1,11;1,13],[0,99;1,01]), ([0,94;0,96],[0,89;0,91]),
([0,87;0,89],[0,79; 0,81]), ([0,83;0,85],[0,69; 0,71]), ([0,81; 0,83],[0,59; 0,61]),
([0,62; 0,64], [0,49; 0,51]), ([0,36;0,38],[0,39; 0,41]) e ([0,24; 0,26],[0,29;0,31]), do tipo
([t1; t2], [x15 x2]).

A pratica consistiu em analisar 0 movimento de um carro que se movia livremente com
aceleragdo nula sobre um trilho de ar horizontal, como mostra a Figura 2, cuja posi¢cdo em
funcéo do tempo é descrita pela fungdo x(t) = x, + vt, onde x, é a posi¢do do carroem t = 0
e v a velocidade do carro (JEWETT JR, 2012).

Figura 2- Deslocamento de carro em turbo de ar horizontal.

Fonte: (RIBEIRO, MOREIRA, SANTANA, 2018).

Ao considerar a presenca da incerteza nos dados experimentais, 0s termos x, x,, v € t Serdo
expressos pelos intervalos X = [xq,x;], Xo = [Xo1,X02], V =[v,v2] € T = [ty,t;],
respectivamente. Assim, a resolucdo do problema ira fornecer os melhores intervalos para a

.....

sera descrita pela Equacéo (2).
X(T) = Xy +V +T )

Para isso, os pares de dados ([ty; t,], [x1; x,]) foram substituidos na Equacéo (2) dando
origem ao sistema intervalar A'U’ = W' da Equacdo (3), onde A’ é a matriz intervalar
constituida pelos coeficientes das variaveis Ve X,, U’ e W! so vetores colunas intervalares
constituidos pelas variaveis e pelos termos independentes do sistema, respectivamente.

[[1,11;1,13] [1,00; 1,00] 1[0,99; 1,01]

[0,94;0,96] [1,00;1,00] [0,89; 0,91]

[0,87;0,89] [1,00;1,00] [0,79; 0,81]

[0,83;0,85] [1,00;1,00]|[V ] _|[0,69;0,71] ©)
[0,81;0,83] [1,00;1,00] [Xo]_ [0,59; 0,61]

[0,62;0,64] [1,00;1,00] [0,49; 0,51]

[0,36;0,38] [1,00;1,00] [0,39,0,41]

[0,24;0,26] [1,00; 1,00] [0,29;0,31].

Estendendo a Equacéo (1) para o caso intervalar e considerando (47)T sendo a transposta
Al obtém-se a Equacdo (4) que de acordo com a Algebra Linear, mais especificamente o
método de Minimos Quadrados, fornece os valores de V e X,,, com os quais sera definida a
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melhor fungdo horéria intervalar que caracterizara o movimento retilineo uniforme descrito pelo

carro.

(AI)TAIUI — (AI)TWI (4)

Aplicando na Equacdo (4) os métodos computacionais fornecidos pelo Python-XSC para
o sistema M'X! = N!, onde M! = (ANTA! e N = (A1)TB!, a solucdo encontrada foi U! =

[)](/0] onde:
V =10,002858791405526028; 1,5017688006391698] (5)
Xy =[—0,5392922200931132;0,67292362330184462] ©)
Das Equacdes (5) e (6), a melhor funcdo que se ajusta aos dados do problema é:
()

X(T) =[—-0,5392922200931132;0,67292362330184462]
+ [0,002858791405526028; 1,5017688006391698]T

A solucdo dada na Equacéo (7) foi obtida, como mencionado anteriormente, pela biblioteca
Python-XSC. A Figura 3, ilustra todo o processo para a obtencéo dos coeficientes intervalares
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para a reta que descreve o movimento retilineo uniforme utilizando o processo de minimos
quadrados e as operacdes intervalares.

Figura 3 — Processo de obtencéo dos coeficientes intervalares
utilizando MMQ e Matematica Intervalar

from pyxsc import *

# Matriz A

A = imatrix([[[21.21 , 1.13], [1, 1]],
[[0.94 , ©.96], [1, 1]1,
[[e.87 , ©.89], [1, 1]1,
[[e.83 , ©.85], [1, 1]1,
[[e.81 , ©.83], [1, 111,
[[e.62 , ©.64], [1 , 111,
[[e.36 , ©.38], [1, 1]],
[[e.24 , ©.26], [1, 1]11])

# Matriz b

b = ivector([[©.99, 1.81],
[6.89, ©.91],

[6.79, ©.81],

[6.69, ©.71],

[6.59, ©.61],

[6.49, ©.51],

[6.39, ©.41],

[6.29, ©.31]])

#Tranposta de A

At = A.getTranspose()

# Aplicando o processo de minimos quadrados
M = At*A

N = At*b

# Solucionando o sistema Mx=N
x = iIterativeMethod(M,N)

x.getXVector()
Fonte: Acervo dos autores

Primeiramente, para se utilizar a biblioteca Python-XSC é preciso importa-la (linha 1),
feito esse passo, se torna possivel utilizar todas as fungdes que sdo fornecidas pelo médulo. Em
seguida, na linha 3, cria-se um objeto do tipo imatrix, que consiste em uma matriz intervalar,
nesse caso é a matriz A que representa a matriz dos coeficientes intervalares na Equacao (3).
Logo ap6s, na linha 12, gera-se um objeto do tipo ivector, que define um vetor intervalar, nesse
exemplo € o vetor b que simboliza o vetor intervalar de termos independentes na Equacdo (3).

O proximo passo constitui o inicio da aplicagdo do método dos Minimos Quadrados. Para
isso, na linha 21, por meio do método getTranspose(), obtém-se a matriz transposta de A , a
qual é atribuida a variavel At. Em seguida, multiplica-se, usando a aritmética intervalar, a matriz
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At pela matriz A, gerando a matriz intervalar M, como também multiplica-se At com o vetor b
para gerar a matriz N.

Por fim, na linha 26, obtém a solucdo do sistema M'X! = N! através da funcéo
ilterativeMethod(). Essa fungdo possui como argumentos, respectivamente, uma matriz
intervalar e um vetor intervalar, para assim resolver de forma iterativa e utilizando a Matematica
Intervalar o sistema linear intervalar.

Este experimento fisico apresentado aqui, juntamente com os dados numéricos, também
foi analisado em (Ribeiro, Moreira e Santana, 2018), onde os autores aplicaram duas estratégias
distintas para encontrar a funcdo que melhor se ajustava aos dados. Na primeira, foi usado o
software Pasco Capstone, o qual forneceu a solucdo da Equacdo (8).

X(T) = [-0.006,0.7030] + [0.1400,0.8890]T (8)

Na segunda, o sistema intervalar foi desmembrado em dois sistemas, cada um contendo os
dados das extremidades dos intervalos. Em seguida cada sistema, agora real, foram
solucionados pelo método dos Minimos Quadrados, e a solucdo obtida é a apresentada na
Equacéo (9).

X(T) = [0.0650, 0.0691] + [0.7959,0.7959]T 9)

E importante ressaltar que tanto a solugo fornecida pelo Pasco Capstone, quanto a obtida
desmembrando o sistema intervalar em outros dois sistemas simples, estdo contidas no intervalo
calculado utilizando o médulo Python-XSC, isso demonstra a qualidade dessa biblioteca. Outro
aspecto fundamental a ser destacado é o diametro da solucéo fornecida pelo médulo, para X,
tem-se um didmetro de 1,21221584339, enquanto V possui um didmetro de 1,49891000923.
Por serem diametros pequenos isso demonstra que os resultados sdo precisos e que 0S erros
experimentais, assim como os erros gerados pela representacdo numérica em computadores ndo
afetaram significativamente a solucdo encontrada.

5 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo desse artigo foi mostrar como diferentes teorias podem ser usadas para
solucionar um problema de Engenharia. Para isso, foram utilizados importantes conceitos da
Algebra Linear, como o método dos Minimos Quadrados, da Matematica Intervalar e da
Computacdo para resolver um sistema intervalar que fornece a melhor funcdo aproximada a
qual ajusta um conjunto de dados oriundos de um experimento fisico, no qual um carro se
deslocava com aceleracdo igual a zero sob um trilho de ar horizontal.

Para que fosse possivel aplicar os conceitos e as operacBes da Matematica Intervalar
utilizou-se a biblioteca Python for Extended Scientific Computing (Python-XSC). Esse médulo,
além de ser um software livre, possui muitas fun¢des que permitem o uso, de forma simples, de
varias caracteristicas importantes da Matematica Intervalar.

Com este trabalho o estudante de Engenharia pdde aplicar simultaneamente teorias de areas
distintas e, com isso, perceber que um problema pode ser resolvido de diferentes formas. Além
disso, foi possivel aplicar importantes conhecimentos de programacio e Algebra Linear para a
construcdo de algoritmos que tornam as solucdes de problemas mais dinamicas e precisas.
Outro fator importante que pode ser destacado com o desenvolvimento do trabalho foi a
utilizacdo do laboratorio e realizagcdo do experimento, com o qual foi possivel ver na pratica
importantes teorias fisicas e a0 mesmo tempo perceber a necessidade de analisar com atengéo
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as diversas imprecisdes numéricas presentes nas etapas experimentais, desde a obtencdo dos
dados até os calculos computacionais.

A abordagem desenvolvida apresentou resultados satisfatérios, pois foi possivel controlar
o efeito da incerteza e gerar intervalos com amplitudes pequenas. Dessa forma, em trabalhos
futuros o método sera aperfeigcoado por meio do desenvolvimento de uma interface gréafica para
0 Python-XSC, divulgado para uso na comunidade académica e aplicado em outros
experimentos que utilizem essa abordagem interdisciplinar contando com o suporte da
Matematica Intervalar.
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AN INTERDISCIPLINARY APPROACH TO OBTAIN THE BEST
APPROXIMATE FUNCTION FOR DATA ADJUSTMENTS

Abstract: This document presents important concepts of the Exact Sciences, Computing and
Engineering that together act in an interdisciplinary way to obtain the best approximate
solution for a physical experiment. The objective of this paper is to show how different theories
can be used to solve problems in Engineering. More specifically, we will use here the method
of least squares (studied in Linear Algebra), the uncertainties and interval operations (studied
in Interval Mathematics) and the Python language (studied in computing) to solve an interval

Promogao: Realizacao: Organizagao local do evento:

EHee

EABENGE 2 ARiDEsA & Hiiedin  'KONEZR

Associagado Brasileira de Educagao em Engenharia ANOS




Yy . 17 a20 SETEMBRO de 2019
\)COBENGE Fg?;r.aleza ~CE .

2019

XLVII Congresso Brasileiro
de Educag¢ao em Engenharia
e Il Simpdsio Internacional
de Educacao em Engenharia
da ABENGE

"Formacao por competéncia na engenharia
NO contexto da globalizagao 4.0"

system that provides the best function which adjusts a set of data from a physical experiment in
which a car moves with zero acceleration under a horizontal air path. In doing this type of
approach using the Interval Mathematics, it is sought to infer how the uncertainties arising
from the experiment, as well as the errors generated by the representations and operations of
the numbers in computers, interfere in the obtained result. For this, it was necessary to use the
Python for Extended Scientific Computing (PYXSC) library, which is based on the structure of
interval arithmetic and provides functions for the resolution of linear interval systems. The
application of the study was very efficient and easy to use, as well as encouraging engineering
students to seek innovative solutions through the interdisciplinarity of the theories studied in
the area.

Key-words: Function Approximation. Interval Mathematics. Least Squares. Python. PYXSC.

Promogao: Realizacao: Organizagao local do evento:

EABENGE R iRiDEsA @ Iiiedinw  'KONE2R

Associagao Brasileira de Educag¢do em Engenharia L ANOS




