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Resumo: Este artigo apresenta uma visdo geral de uma ferramenta matematica
denominada quatérnios duais e sua potencial aplicacdo na area da robética. Em paralelo
a essa visdo é apresentado um comparativo com a forma tradicional de calcular rotacéo
e translacdo na cinemética de rob6s manipuladores. Os quatérnios duais tem sido
massivamente empregados na robdtica devido ao fato de que sdo computacionalmente
mais eficientes na representacao de informacdes rotacionais do que a representacdo com
matrizes de transformacdo homogéneas. Assim, este trabalho tem como objetivo fornecer
uma explicacdo detalhada passo-a-passo de como funciona a algebra quaternibnica de
uma forma simples utilizando exemplos para melhor compreensdo de sua
implementacdo. Embora haja uma grande quantidade de literatura sobre os aspectos
tedricos de quatérnios duais, em poucas literaturas existem exemplos praticos de como
realmente funciona o seu uso. Assim, ao dar uma clara nocéo da introducéo a teoria de
quatérnios, este documento também explica sua aplicacdo a manipuladores roboticos.

Palavras-chave: Quatérnios Duais, Transformacdes Homogéneas, Cinematica Direta.
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1. INTRODUCAO
Os quatérnios duais sdo uma ferramenta matematica com grande importancia na
mecanica classica, uma vez que sdo capazes de representar problemas complexos de
forma compacta e unificada. Um quatérnio dual é capaz de combinar, em uma Unica
variavel, componentes lineares e rotacionais que podem ser interpoladas, concatenadas e
transformadas obedecendo um conjunto de regras algébricas (KENWRIGHT,2012).
Uma transformacdo 3D completamente rigida é composta de uma componente
translacional e outra rotacional, que é tradicionalmente calculada através de uma matriz
4x4 homogénea. No entanto, as matrizes homogéneas possuem a limitacdo de ser dificil
realizar a interpolacdo entre as transformacdes. Alternativamente, surgem os quatérnios
duais como a melhor solugdo para rotacdes, neles as transformacbes podem ser
gerenciadas com a vantagem de encapsular a translacao e a rotacdo em um unico estado
que pode ser interpolado sem esforco (SHOEMAKE, 1985) .
Dentre as vantagens dos quatérnios duais (GE,et al, 1998, SCHILLING,2011,
KENWRIGHT ,2012):
Combinam rotac&o e translagdo em uma Unica variavel de estado;
\/ S&o uma representacdo compacta (8 nimeros escalares);
v Eles sdo facilmente convertidos em outras formas (por exemplo, forma
matricial);
Podem ser facilmente interpolados sem ambiguidade ;
Computacionalmente mais eficientes (quando comparado a matrizes de
transformacdo homogénea);
v' Podem ser incorporados em um sistema ja implementado sem fazer muita
interrupcao;
v' Apresentam uma forma Unica de representacdo para coordenadas de
transformacéo rigida.

AN

2. CONCEITOS BASICOS DE ROBOTICA

O grande problema da robdética de manipulacgdo estd em se definir como o rob6 fard
sua trajetdria no espaco dada uma tarefa (ADORNO,2011).

2.1. Cinemética Direta

Para um manipulador antropomorfico de n graus de liberdade existe a relacdo
esquematica Figura 1:

f.i=1...n — | Cinematica Direta de Posicao | —+  Tp. o, Zp. 1.8 A

Figura 1- Esquema cinematica Direta

x0; y0 e z0 sdo as coordenadas cartesianas do efetuador (ou ferramenta) no sistema de
coordenadas da base. Estas que podem ser representadas pelo vetor de posicdo d, onde n,
S, a S8o vetores ortonormais que descrevem a orientacdo do efetuador em relagdo a base
do manipulador (ROMANO et al, 2002). Estes vetores formam a matriz de rotagdo R.
Para este tipo de manipulador, ha n juntas e n + 1 elos conectados, incluindo o elo 0 que
é a base do robd. Considerando que cada junta i conecta os elos (i — 1) e (i), pode-se
representar a posicdo (ROMANO et al, 2002) e orientacdo do efetuador em relacdo ao
sistema da base, usando a sequéncia de matrizes de transformagdo homogénea (SPONG
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et al., 2005)

Como visto na cinemaética direta é possivel determinar as coordenadas X,y e z e a
orientacdo d a ferramenta de um manipulador se forem a principio conhecidas as variaveis
de cada junta 6i. Essa tarefa ¢ a denominada modelagem cinematica direta e pode ser
realizada utilizando a convencdo de Denavit Hartenberg de uma maneira bem pratica.

2.2.Cinematica Inversa

Para realizar o comando de um manipulador é necessario o modelo inverso, nele é
dado a posicéo e orientacdo desejadas para o efetuador, deseja-se saber os valores de 0i
em cada junta. Este € o problema da cinematica inversa de posi¢do esquematizado na
Figura 2 (SPONG et al., 2005, p. 85)

o, o, o, ML 8,8 — |(‘im*1mil ica Inversa de F'tmigﬂu| — Hi=1,....mn

Figura 2- Esquema cinematica Inversa

A cinematica inversa é bastante parecida com a equacdo cinematica direta, no entanto
com a inversao das entradas e saidas. O problema da cinemaética inversa de posi¢do pode
ser bastante complicado de se resolver pois resulta em doze equacfes ndo lineares e n
incognitas (SPONG et al., 2005).

3. MATRIZES DE TRANSFORMAGOES HOMOGENEAS

A movimentacdo de um corpo rigido no espaco pode ser modelada como uma
transformacéo linear representada por matrizes de transformacao.

A matriz afim consiste na combinacdo de um, ou de mais tipos de transformacdes
lineares. Busca-se entdo uma representacdo para a translacéo e rotacdo de um objeto ja
que esses sdo os tipos de movimentacdo possiveis em um robdo.

3.1.Rotagdo com matrizes

A movimentacdo de um corpo rigido no espaco pode ser modelada como uma
transformacéo linear representada por matrizes de transformacdo. Uma rotacdo em um
espaco tridimensional é descrita como uma matriz R de dimensdo 3x3 de determinante
unitario. E importante destacar que os vetores-coluna da matriz R sdo mutualmente
ortogonais.

A matriz R pode ser representada genericamente conforme Equacéo (1) a seguir:

Rxx ny RxZ 0
R R R 0
R tach — VX Yy yz
rotagio pura Rxx Ryx Rzz 0 (1)
0 0 0 1

3.2.Translagdo com matrizes

A translacdo € uma transformacdo geométrica que corresponde a ideia de
deslocamento de um objeto. Podemos representar uma translagcéo usando a matriz afim
expandida da seguinte forma na Equagéo (2) :
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1 0 0 dy

T, ) _fo 1 0 4,
ranslacao pura 0 0 1 dz (2)

0 0 0 1

A matriz de rotacdo aqui € substituida por uma matriz identidade de tamanho
correspondente a dimens&o do nosso sistema. Os componentes dx, dy e dz correspondem
aos deslocamentos referentes aos eixos X, y e z.

3.3 Representacdo de Denavit-Hartenberg com matrizes

Considerando que os sistemas de coordenadas de cada junta do manipulador podem
ser definidos arbitrariamente, é natural que, por uma questdo de consisténcia e eficiéncia
computacional, seja utilizada uma convencdo para localizacdo destes sistemas. Em
(SICILIANO, 2008) foi introduzida tal convencdo. Na representacdo padréo, dada pela
Equacéo(3), cada uma das matrizes pode ser obtida por meio de quatro transformagoes
homogéneas basicas mostradas na Equacéo(4), de acordo com a estrutura rigida do robé
manipulador (SPONG et al., 2005).

HDHi:_1 =Ry0*Tpq *Tya* Rya ©)

Onde, R, ¢ representa a rotacédo de 6; em torno do eixo z;_; (angulo da junta), T, 4
representa a translacéo de d; ao longo do eixo z;_, (distancia entre as origens das juntas),
T, o representa a translacéo de a; ao longo do eixo x;_; (comprimento do elo) e, por fim,
R, , representa a rotacdo de a; em torno do eixo x;_, ( torcdo do elo).

cos(f;) —sen(8;) 0 O 1 0 0 O 1 0 0 gq
Ho i1 = sen(6;) cos(6;) 0 O‘ . lO 10 0],{0 1 0 OF,
DH; 0 0 1 ol [0 O 1 4l [0 0 1 0 4)
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0
. 0 cos(a;) —sen(al) 0‘
0 sen(a;) cos(al)
0 0
A matriz HDH::‘l , resultado da Equacéo (4), apés a solucao das multiplicaces matriciais
pode ser expressa pela Equacéo (5) (Spong et al. (2005), p. 69)

HDH:_1 =
cos(f;) —sen(6;) * cos(a;) sen(6;) * sen(a;) a; * cos(6,)
_ [sen(8;)  cos(8;) * cos(a;) —cos(6;) * sen(a;) a; * sen(6,;) .
0 sen(a;) cos(a;) d; ()
0 0 0 1
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4. QUATERNIOS DUAIS

4.1 Representacdo de Quatérnios Duais

Os quatérnios duais sdo nimeros duais cujas partes primaria e dual s&o quatérnios e
podem ser representados (ADORNO,2011) de quatro maneiras representado pelas
Figuras 3,4,5¢e6:

= P(W) + ¢ + D)

K_Y_l

Parte Primaria Parte Dual
(Rotacdo) (Translagédo)
Figura 3- Primeiro modo representacdo quatérnios duais

h=r +e*x|{=-*pxr

R
o \ J
Parte Primaria

(Rotagéo) Parte Dual
(Translagdo)

Figura 4- Segundo modo representacao quatérnios duais

h=(h,+h,+h,+hy )+ s*(%)*(hﬂjhi,ﬁhﬂﬁhm)
\ ] |

Y

Parte Primaria Parte Dual
(Rotagao) (Translagao)

Figura 5- Terceiro modo representacdo quatérnios duais

- h:PD a7
hyp
L Parte
h?, Priméria
(Rotagao)
P, )
h =101/ n, |5
(1/5) «hy
> Parte Dual
(1/2) *h,, (Translagdo)
L(1/5) who, 1

Figura 6- Quarto modo representacao quatérnios duais
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4.2 Algebra Quaternidnica e Operagdes elementares com quatérnios duais

A algebra quaternidnica € apresentada a seguir para as seis operacdes elementares, a
forma de calcular usando cada uma das operacgdes € apresentada e a seguir exemplificada
para melhor entendimento do seu uso.

4.2.1 Multiplicagdo Quatérnios Duais por um escalar

Um quatérnio dual g multiplicado por um escalar A pode ser calculado
com a Equacéo(6):

Axg= A% gy + € *1x qq (6)
Exemplol:

gq=(1+1i+1j+1k)+ € x2+2i+2j+2k)

A=3

3xq=3+1+1i+1j+1k)+ € *3xQ+2i+2j+2k)
3xq=0B+3i+3j+3k)+ € x(6+6i+6j+6k)

4.2.2 Adicdo de Quatérnios Duais

A adicdo de dois quatérnios duais g4 € g, pode ser calculada com a
Equacao(7):

QG+ g2= (Qp1+ Qp2)+ € *(Qar+ Qaz) ()

Exemplo2:

g1=(1+1i+1j+1k)+ € xQ2+2i+2j+2k)
qg,=0B+3i+3j+3k)+r € x(5+5i+5j+5k)
g1+ g, =(4+4i+4j+4k )+ € x(7+7i+7j+7k)

4.2.3 Subtracdo de Quatérnios Duais

A subtracdo de dois quatérnios duais g4 e g, pode ser calculada com a
Equacao(8):

QG- Q2= (Gp1— Qp2) + € *(Qar— Gaz) (8)

Exemplo3:

q,=(8+8i+8j+8k)r € *x(9+9i+9j+9k)
g,=0B+3i+3j+3k )t € x(5+5i+5j+5k)
91— g =5+5i+5j+5k )+ € x(4+4i+4j+4k)
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4.2.4 Conjugado de um Quatérnio Dual
O conjugado de um quatérnio dual g sera a inversdo do sinal da parte
imaginaria do quatérnio primario g, e da parte imaginaria do quatérnio
dual g4 conforme a Equagéo(9):

q = (gp)+ € x(gqq) ©)
Exemplo4:

g=(+1+1i+1j+1k)+ € *(+2+2i+2j +2k)
@ =H1-1i-1j—-1k)+ € *(+2-2i-2j—-2k)

4.2.5 Multiplicagdo de dois Quatérnios Duais
Um quatérnio dual p_ multiplicado por outro quatérnio dual g pode ser
calculado com a Equagéo(10):

P*qg=(Pp*qp)+ € *x(Dp* Qa+ Da* qp) (10)

Exemplo5 — algébrico :

D= Ppo+Dpil +0pj J tOpk )+ € x(pyy+py,E +Paj J +Dar k)
4 =pot+qpii+qp; J +apck )+ € *x(quy+4q, 18 +9aj Jj+qaxk)

p*xq-= (Qp_*g_p_)+e*(2p_*_qp_+ )
p*qg=(A)+ € x(B + C);ondeA, BeC sioas matrizes a seguir

:(ppo *Gp,) — (ppz * qpl (ppj * qzoj) (Pp) * qpk +
:(ppo * qm) + (ppi * qPo (ppj * qpk) Py, * qzo] i +
i(ppo * qp,) (Po, * 4p,,) + (pp]- * qpo) + (Pp, * dp,) 1 +
i(ppo *qp,) + (pm qp,) (ppj * qm) + (Ppi * Ap,)| K

(2o, * 0,) = (Po, * a0.) = (Pv, * 0;) = @y * W0)] +
[(Po, * 0,) + Py, * d0,) + (Pp, * 0, ) — Wy, * 00| i +
(Pvo * @b,) = oy, * 40,) + (P, * O0,) + Py * O, ) j+
:(ppo *ap,.) + (pp, * a0;) = ( )

Pp; *qp; ) + (Pp, * dp,)| K
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[P0, * G3o) = (20, * @) = (Po, * @;) = @0, * )| +
[P0, * @p,) + (0, * @p,) + (P0, * @3, ) —

(P00 * @,) = (0, * @) + (P, * @y ) + Py * @) 1 +
(Po, * @) + (Po, * @,) = (P, * @p,) + @, * @n)| K

(o, * ap) | )| i+

Exemplo6:
=1+1i+1j+1k)texQR+2i+2j+2k)

Q1% G = (—6+6i+6j +6k )+ e x(—22+220 +22 j +22k)

4.2.6 Norma ou Magnitude de um Quatérnio Dual
A norma ou magnitude de um quatérnio dual_g pode ser calculada com a
multiplicacdo deste quatérnio dual pelo seu conjugado, Equacdo(11):

lg|*= g* q° (11)

Exemplo?:

q=(H3+2i+2j+2k )+ € x(+5+7i+7 j+7k)
g =(H+3-2i—-2j—-2k)t € x(+5-7i—-7j—-7k)
g+ qQ = 214+0i +0j+0k)+ e »(V114+0i +0 j +0k)

4.3 Aplicacéo de Quatérnios Duais a Robdtica

4.3.1 Rotagdo com Quatérnios Duais
Podemos encontrar a representacdo de uma rotacdo pura fazendo p=[0; 0; 0; 0], de forma
semelhando ao realizado com matrizes. Essa operacao zera a parte dual de g, resultando
na Equacéo (12):

Qrotacio pura = (r,0)
0 i 9 0 r
= [cos <§) n,sen (E) nysen (E) n,sen (E) 0O 0 0 O ] (12)

4.3.2 Translagdo com Quatérnios Duais
Para representar uma translacdo pura, seguimos um raciocinio semelhante ao
realizado com a matriz de translacdo. Aplica-se uma transformacédo de translacdo e
rotacdo simultaneas sobre um ponto, definido pelo vetor p; usando quatérnio dual
unitario. Essa transformacéo ocorre de forma semelhante a transformacao de rotagdo com
quatérnios obedecendo a Equagdo(13):

p’= qpq” (13)
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4.3.3 Representacdo de Denavit-Hartenberg com quatérnios duais
ADORNO (2011) propde o modelo cinematico direto e de manipuladores roboticos
usando quatérnios duais utilizando uma sequéncia de quatérnios duais multiplicados que
pode ser utilizada em conjunto com os pardmetros de Denavit-Hartenberg para se
encontrar o modelo cinematico direto. Usando quatérnios duais, a notacdo de Denavit-
Hartenberg padréo fica definida como a Equacdo (14):

QDJ:I_ =r z,0 * pz,d * px,a * rx,a (14)

que é anéloga a definicdo em matrizes de transformagdo homogéneas com rotagGes puras
de 6 e a.em torno de z e X, respectivamente, e p, e p, representando translacdes puras de
d e a ao longo de z e X, respectivamente. Cada um dos quatérnios duais pode ser obtida
por meio de quatro transformacdes basicas mostradas na Figura 7 a seguir:

-COS(B/Z)- ) 17
0 Parte 0 Parte
™ Primdria 0 Primaria
(; (Rotacdo) 0 (Rotagao)
SEI'I( / ) — —
I z,0 = z ey 2_9 zd — 0 =
0
0 0 Parte Dual
Parte Du_al (Translagao)
0 (Translagdo) 0
Ld/2]
o 1] /2l |
EREE [cos(®/5)1
0 sen(%/5) sarte
e Parte S arte
0 Primaria 0 Priméria
(Rotagdo) {Rotagao)
0 T = 0 —
B x,a - 0 = - Xa 0 =
0
a/2 = Parte Dual
> Parte Dual 0 (Translagédo)
0 (Translagdo)
L o Lo 1

Figura 7- Representacdo Denavit-Hartenberg com quatérnios duais

5. CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho teve por objetivo promover a familiarizagcdo com a algebra quaternibnica.
Os quatérnios duais sdo apresentados como um caso particular dos biquatérnios de
Clifford e como uma generalizacdo dos quatérnios de Hamilton. A aplicacdo desse
elemento é decorréncia do requisito da facilidade de representacdo da transformacéo
composta da rotacdo e da translacdo no espaco. A analise através dessa algebra permite a
justificativa da ndo-ocorréncia de singularidades devido a linearidade da extracdo da
representacao.
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INSTRUCTIONS FOR THE CONTROL OF DIRECT KINEMATICS
OF MANIPULATOR ROBOTS USING DUAL QUATERNION

Abstract:  This article presents an overview of a mathematical tool called dual
quaternions and their potential application in the field of robotics. Parallel to his view is
a comparison with a traditional way of calculating rotation and translation in the
kinematics of manipulator robots. Dual quaternions have been massively employed in
robotics due to the fact that they are computationally more efficient in representing
rotational information for a representation with homogeneous transformation matrices.
Thus, this work aims to provide a detailed step-by-step explanation of how a quaternionic
algebra works in a simple way for a better understanding of its implementation. Although
there is a large amount of literature on the theoretical aspects of dual quaternions, on
few literatures and on other practical aspects of how its use actually works. Thus, by
giving a clear notion of introduction to quantum theory, this document also explains its
application to robotics manipulators.
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