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Resumo: Neste artigo apresentamos recortes de uma pesquisa sobre uma metodologia
inovadora para o estudo de Equacdes Diferenciais Ordinarias, a partir da introducdo de
Resoluc&o de Problemas privilegiando diversas representacbes de modelos. E um material
didatico enderecado aos alunos em um livro editado, especialmente, para 0s cursos das
ciéncias exatas, que possuem em seus curriculos a disciplina de Equacgdes Diferenciais
Ordinérias. A producdo do material que foi utilizado na edicéo do referido livro € resultado
de experiéncias didaticas e pesquisas no Ensino de Calculo e na Educacdo Matemaética. A
estrutura do artigo contém breve aporte referencial e um exemplo da Resolucé@o de Problema
como é tratada no referido livro, segundo a metodologia construida.

Palavras-chave: Resolucéo de Problemas; Metodologia; Equacdes Diferenciais.

1. INTRODUCAO

Neste artigo apresentamos recortes de uma pesquisa sobre uma metodologia inovadora
para 0 estudo de Equacbes Diferenciais Ordinarias e Transformadas de Laplace. Tal
metodologia criada para edi¢cdo de um livro € resultado da pratica educativa e de pesquisas
dos autores. Sugerimos aqui, um aporte metodolégico inovador, baseado em Polya (1994) e
Stewart (2013), privilegiando a Metodologia de Resolucédo de Problemas com a diversificacdo
de representaces: verbal, gréafica, algébrica e numérica.

A obra, de um primeiro curso de Equacdes Diferenciais Ordinarias — EDOs para o
ensino superior foi edificada a partir de duas grandes abordagens metodoldgicas:

(1) abordagem operacional do calculo da solugéo de uma EDO;
(2) abordagem pela resolucdo de problemas geométricos na intramatematica e, de
fendmenos fisicos da intermatematica ou interciéncias.

Defendemos Laudares et al. (2017) a abordagem metodoldgica diversificada para o
ensino e aprendizagem de Equagfes Diferenciais Ordinarias.
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Assim, apresentamos algumas referéncias tedricas e apds um exemplo de resolucéo de
um problema utilizando a metodologia utilizada no livro.

2. REFERENCIAL

2.1 Matematizacao de fenbmenos com Equacdes Diferenciais

O conceito de fendbmeno, como um acontecimento, um processo em agdo em
transformacdo, com mudancas perceptiveis por observacdo, pode ser entendido como uma
experimentacao pelo “movimento” e pela “variagao”.

Ao observar um fendmeno, em seu processo de variacdo, procedemos uma medicao
que requer uma analitica com instrumentacdo para aferir e tratar as informagdes com
variaveis, com parametros, com sistema de unidades e escalas.

Traduzir este processo inerente ao fenémeno em uma linguagem simbdlica especifica,
numa tentativa de sintetizar caracteristicas de sua dimens&o, constitui o ato de matematizar o
fendmeno, ou seja, a agcdo de matematizacao.

Matematizar €, entdo, a acdo que resulta numa manifestacdo sintética dos elementos
observados, de suas relagOes e leis inerentes a um fendmeno processado, expressos em
linguagem simbolica de uma das areas especificas da Matematica. Essa manifestacdo se
apresenta como um modelo matemético do fenémeno, segundo Bassanezi (2006).

A Matematica tem instrumental simbdlico adequado para modelar um fenémeno, além
da sua descric¢do, ou expressa-lo em linguagem natural, que pode ser oral ou escrita.

Como linguagem simbolica escrita, apresenta-se, como possibilidade analitica e
instrumental, o Calculo Infinitesimal da Mateméatica. Em sua base estrutural estdo as
grandezas ou variaveis simbolizadas por x e y, tal que y depende de X, isto é, y=f(x), e suas
respectivas variagdes infinitesimais diferenciais dx e dy. A relacdo, dy/dx, entre esses
infinitésimos diferenciais, permite conhecer propriedades locais (pontuais) de y=f(x), como
variacdo ou mudanca de crescimento/decrescimento, dy/dx, pontos de maximo/minimo e
concavidade, objeto de estudo do Calculo Diferencial. Por outro lado, o acimulo ou soma do
produto departes infinitesimais, f(x)dx, permite conhecer propriedades globais de y=f(x), em
dado intervalo da variavel x, como area e volume ou pressdo e trabalho, objeto de estudo do
Célculo Integral.

Entretanto, no estudo de fendmenos usaremos varaveis que expressam as grandezas
dependentes e independentes inerentes ao fendmeno:

e Variavel independente t (tempo) na maioria dos fendbmenos.

e Variaveis dependentes podendo ser: T (temperatura), m (massa), i (intensidade de

corrente no circuito).

Deste modo y e x sdo mais usados em Matematica. Assim, o Calculo Infinitesimal
engloba o Calculo Diferencial e o Célculo Integral. Atualmente, a denominacédo de Calculo
Diferencial e Integral é a mais usada.

Assim o fendmeno, um acontecimento com plena ativacdo e em continuo processo de
variagdo com movimento, se manifesta por uma configuragdo dimensional (que pode ser
medida, modelada por uma observacao caracterizada pelo uso de unidades de medida).

Desta forma, todo fenémeno se oferece para ser medido, dimensionado a partir de uma
observagao, expressa por processos quantitativos ou qualitativos, por modelos definidos por
parametros medidores, tal como a variagao do tempo.

Na matematizacdo no ensino superior, a instrumentacdo criada para medir pode se
configurar pelos conceitos de limite, derivada, diferencial, integral, a partir do calculo
infinitesimal.
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Para modelagem matematica, as EquacOes Diferenciais se apresentam como
instrumento adequado para a representacdo e configuracéo de muitos fenémenos.

2.2 Apresentacdo metodologica na resolucéo de um problema com Equacéo Diferencial

Varios sdo 0s passos a serem percorridos até a solugdo completa de um problema (suas
equac0es) que envolve uma Equacao Diferencial. Ressaltamos dois deles:

(a) Lei fisica — E expressa, matematicamente, pela anélise da correlagio das variaveis
envolvidas e dos pardmetros. Sdo estudados problemas que envolvem as Equacdes
Diferenciais. O que queremos considerar sao as etapas tipicas da modelagem, isso é, 0s passos
que vdo da situacéo fisica a sua formulacdo matematica.

(b) Condicgdes iniciais ou de contorno— com as quais poderemos partir de uma solugédo
genérica e chegar a uma solucdo particular. Condicdes iniciais: entendemos uma situacdo em
determinado instante. Esta conotagdo de “inicial” ¢é sugerida visto que a varidvel
independente, geralmente é o tempo. A solucdo do problema mostra o ocorrido apds aquela
situacdo dada (t = 0);Condicbes de contorno: entendemos as situagdes em mais de um valor
da variavel independente. Normalmente apds um instante inicial (t >0).

Temos assim um Problema de Valores Iniciais-PVI ou um Problema de Valores de
Contorno-PVC.

Duas importantes propriedades devem ser levadas em consideragéo:

1) O numero de condicBes iniciais ou de contorno é equivalente a soma dos
parametros a serem determinados mais as constantes de integragéo.

2) O nimero de constantes de integracdo na solucdo geral da Equacdo Diferencial
ordinéria é o mesmo da ordem da Equacao Diferencial.

2.3 Metodologia e estrutura do Livro

A metodologia que usamos na resolucdo de um problema com Equacdo Diferencial é
na determinacdo de passos, que apresentaremos a Seguir, sempre num quadro e com um
esquema, isto €, um design proprio que instituimos para que o estudante possa fazer uma
analise (estudo em partes) da situacdo problema e assim facilitar a sua compreenséo e elaborar
em linguagem natural uma sintese (estudo global) para reter a compreensao totalizante do
fendmeno em processo.

Cada tipo de problema exige uma determinacdo de passos. Esta estrutura dada pode
ser considerada um padrdo a ser seguido, ocorrendo alteragdes de acordo com o tipo de
problema a resolver.

Resolver uma situacdo-problema demanda o desencadeamento do raciocinio, que é
feito através do desenvolvimento de etapas ou passos. Evidentemente a Fisica e a Matematica
estdo envolvidas intrinsecamente nos problemas, mas podemos, para efeito de estudo, separa-
las. No estudo especifico de Equacdes Diferenciais, estaremos interessados na lei fisica que
sera dada no enunciado do problema. Faremos a sua expressdo matematica com dados da
situacdo-problema e dos conhecimentos basicos das outras ciéncias como a Fisica, Quimica,
entre outras. Estaremos preocupados com os desenvolvimentos da expressdo matematica, que
envolverd a resolucdo da Equacdo Diferencial, pela interpretacdo das condic@es iniciais ou de
contorno para determinacédo dos coeficientes e constantes de integragéo.

Delineamos, deste modo, a estrutura do conteddo da disciplina de Equages
Diferenciais:

a) aprendizado dos algoritmos e processos para determinacdo da solucdo da Equacéo
Diferencial, isto &, calculos operacionais (derivacao — diferenciacdo — integracéo);

b) resolucéo de problemas geométricos e de fendmenos, cuja resolucdo passa por uma
Equacao Diferencial.
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Logo, assumindo estas estruturas, o livro, além dos “métodos de resolu¢do” com o
desenvolvimento dos seus algoritmos, teve destaque a “analise dos modelos de fendmenos
pela resolugdo de problemas”, de uma forma bem analitica, modelos estes que sdo
representados por uma Equacéo Diferencial ou um sistema das mesmas, ou ainda com 0 uso
das Transformadas de Laplace, na segunda parte do Livro.

Sobre a metodologia de resolucdo de problemas, recorremos a Polya (1994), o qual
determina que h& quatro fases para a resolucdo de problemas: (i) Entender o problema; (ii)
fazer um plano; (iii) executar o plano e (iv) fazer uma retrospectiva relacionando o resultado
com as condi¢Oes dadas para uma compatibilizacéo.

E ainda em Stewart (2013), temos que na resolucdo dos problemas, sdo analisadas as
situacBes ou os contextos da elaboracdo dos modelos matematicos, com 4 (quatro) distintas
representagdes desses modelos, o que este autor chama de “Regra dos quatro” passos: visual,
pelo gréfico/geometrico ou diagrama; numérico, por tabelas ou séries numéricas; algébrico,
pela equacdo; verbal, pelo discurso escrito ou falado.

O livro apresenta algumas propostas didaticas, em dois itens, para atender ao professor
e ao estudante:

(@) Na resolucdo das Equacdes Diferenciais pelos seus varios métodos de célculo, por
uma sequéncia hierarquizada de dificuldades, descrevendo todos os passos, fazendo uma volta
aos requisitos necessarios (conhecimentos prévios) para compreensao;

(b) Na resolucédo de problemas geométricos e de fendmenos, na analise dos modelos
matematicos, com varias representacfes numeéricas, graficas, de equacgdes e verbalmente em
lingua natural (falar e escrever).

Assim, para atingir uma aprendizagem significativa, aquisi¢do da compreensdo, com
abordagem processual, o livro privilegiou as metodologias expostas.

2.4. Metodologia aplicada a resolucdo de um problema de fendmeno fisico

A metodologia se divide em 3 (trés) representacoes:

12 determinacdo dos modelos de equacdes (EDO e sua solugéo);

22 determinacdo dos modelos na forma de gréficos;

3%descricdo verbal do comportamento do fenémeno.

Segue a resolugdo de um problema, na integra, do livro Laudares et al. (2017), dentre
varios presentes na mesma obra.

Problema: Vibracao de molas
Movimento harménico simples - Problema de Valor Inicial - PVI

ENUNCIADO
Dados
(I) Uma mola com massa 0,5kg tem comprimento natural de 0,8m
(1) Uma forga de 15 Newtons a estica de 0,25m de comprimento
(111 A mola ¢ esticada além de seu comprimento natural de 0,4m e solta com velocidade
inicial 0 (zero)
Questdes
(IV) Determine a posicéo (y) e a velocidade (v) em qualquer instante (t) em minutos
(V) Determine os modelos de equacgdes do fendbmeno
(V1) Esboce os graficos de posicéao e velocidade
(V1) Descreva num pequeno texto o fenémeno comparando os gréficos e as equacoes
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INTERPRETACAO DO ENUNCIADO

Os passos da resolugdo do problema estéo de acordo com os itens do enunciado

Figura 1 — Vibragéo de mola

SONNNNN SNONNNNN
___________ —lo
m ____________ L
vy

Fonte: Laudares et al. (2017)

1° Passo: MATEMATIZACAO DA LEI FISICA
E dada pela lei de Hooke

d2
m F + kly =0 (1)
Identificacdo das variaveis:
t = tempo y = posicao v = velocidade

2° Passo: Identificagdo da constante ou parametro da mola k, = constante da mola

Pela lei de Hooke, a unica forca atuante na mola, por se tratar de vibracdo (ideal) sem
resisténcia, no movimento harmonico simples é dada por F = -k, y, dado o valor da forca para
um determinado comprimento, determina-se k;

F =15 N = Estica a mola 0,25 m de comprimento 15 = 0,25k, .". k, = 60 (ndo ha necessidade

de usar o sinal negativo, que simboliza 0 movimento contrério a vibragdo; pois tomou-se um
valor determinado, discreto do comprimento da mola e da forca aplicada).

Observacao: Em varios problemas, k, (constante da mola) que € caracterizado pelo tipo de
mola, é dado.

Levando os valores, m=0,5kg (dado) e k, =60 (determinado), na lei de Hooke, dada no 1°
passo, temos

dz dz2y
mF+kly:O:>0,5W+60y:0 (2
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3° Passo: Neste problema as condices iniciais séo
t =0 minuto= y=04m

t =0 minuto= v=y'=0m/min

4° Passo: Posicao e velocidade em qualquer instante

A lei fisica é uma Equacéo Diferencial de 22 ordem, de coeficientes constantes e homogénea,
tomando-se a equacdo caracteristica para Y =1, y'=r, y'=r? vira

2
o,s%+ 60y = 0= 0,5r2+ 0r + 60 = 0 = r? = ~120 = r = +24/30i . Donde, y(t):

y=y(t)=C, cos(Z\/%t) + Czsen(Z@t) (3)
Aplicando as condic0es iniciaist =0 minuto = y=04m

Célculo de C, : Levando os valores iniciais de t e x.

y =C,c0s(2/30t) +C,5en(2v/30t) = 04 =C,.1+C,.0 (sen0=0 e cos0=1) = C, =04,
logoy=0,4 cos(2\/%t) + czsen(Z\/%t)

Célculo de C,: Derivando y (posi¢do), a equacéo é da velocidade

V= % =y'= 0,4.2\/%[—sen(2@t)] + ZJ%CZ cos(2@t)

y'= —0,8\/%sen(2\/%t) + 2\/%02 cos(Z@t)

Parat=0minuto e v=y'=0m/min

0=0+2+/30C, (sen0=0ecos0=1) .. C,=0

Entdo a posicédo y=0,4 cos(&/@t) + Osen(Z\/%t) =y=04 cos(Z@t)
Derivando y, encontramos a velocidade v = —0,8@sen(2@t)

5° Passo: EquacOes que definem o modelo

Posicdo y = y(t) = y=0,4 cos(Zﬁt) 4)
Velocidade v = v(t) — |v=-0,81/30sen(2+/30t) (5)
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6° Passo: Gréficos da velocidade e posicéo

Gréfico 1 — Velocidade e Tempo
v fvelocidade)
= —0,8v30sen(2+30¢t)

AR
VYV

Fonte: Laudares et al. (2017)
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Gréfico 2 — Posi¢do e Tempo

[ ¥ (posicao)
1 =04 cos(2-/308)

O a4

o8 1= L] LE-] (L]

t (tempo)

Fonte: Laudares et al. (2017)

7° Passo:

(a) As respostas das seguintes questdes dao suporte a compreensdao do comportamento do
fendmeno estudado

1) Analise a variacdo da posicao e da velocidade pelos graficos

2) Verifique as condigdes iniciais e se hd compatibilidade com os gréaficos da posicéo e da
velocidade

3) Tome alguns valores da posicéo e da velocidade da mola para um valor de tempo

4) O que ocorre quando o tempo cresce indefinidamente?
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(b) A partir do seu entendimento do comportamento do fendmeno, escreva um texto no
quadro seguinte comparando os graficos e as equacdes.

3. CONSIDERACOES FINAIS

A metodologia pesquisada e sistematizada se encontra no livro “Equagdes Diferenciais
ordinarias e transformadas de Laplace — Andlise gréfica de fenbmenos com resolucdo de
problemas. Atividades com softwares livres”. Foi editado o livro, a partir da experiéncia de
sala de aula dos autores e de pesquisas da educacdo matemaética, que trabalharam para
elaborar uma sistematizacdo metodoldgica diversificada para o contetdo de Equacdes
Diferencias Ordinarias, utilizando uma didatica baseada na Resolugdo de Problemas e na
diversificacdo de representacGes. Ainda, ndo existe uma bibliografia que contempla a
metodologia criada e utilizada no livro.

Ressaltamos a inovacdo na estrutura metodoldgica, que traz possibilidades para
contribuir com o estudo de EDOs, segundo duas abordagens: (1) a importancia do método de
resolucdo POR PASSOS, ndo mais limitado a memorizacao de algoritmos e processos; (2) a
andlise e interpretacdo dos fendmenos pelo estudo dos modelos que o definem em varias
representacdes, especialmente a grafica agregada a algébrica, pelas equacdes.

Assim, o contetdo das EDOS e Transformadas de Laplace, integrado a uma
metodologia de estudo em todo livro, enseja uma ressignificacdo a procura de um percurso a
compreensdo dos conceitos de fendmenos e das aplicagfes das EDOs.
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METHODOLOGY FOR SOLVING PROBLEMS OF PHENOMENA WITH
ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS TO ENGINEERING COURSES

Abstract: In this article we present clippings from a search on an innovative methodology for
the study of ordinary differential equations, from the introduction of solving problems
focusing on various representations of models. It is a didactic material addressed to students
in a book edited, especially, for the courses of exact sciences, who have in their curriculum
the discipline of ordinary differential equations. The production of the material that has been
used in the edition of this book is the result of experience teaching and research in the
teaching of calculation and Mathematics Education. The structure of the article contains brief
contribution, and an example of solving problems as it is treated in this book, according to the
methodology built.

Keywords: Solving Problems; Methodology; Differential Equations.
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