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Resumo: O trabalho introduz o Filtro de Kalman como uma ferramenta matemdtica crucial para
estimar o estado de sistemas dindmicos em ambientes com medigées imprecisas. Ele explica como o
filtro combina previsdes e medigbes ruidosas para obter a melhor estimativa possivel, ponderando a
confianca de ambos. A aplicagdo historica no programa Apollo e seu uso atual em robética,
navegacdo (GPS) e visdo computacional sdo destacados para demonstrar sua vasta importancia. O
texto também simplifica o algoritmo com um exemplo prdtico de estimativa de massa, mostrando sua
natureza recursiva e a fung¢do do "Ganho de Kalman' para suavizar as medi¢ées. Por fim, a
metodologia e os resultados esperados de um projeto de extensdo universitdria sdo apresentados,
visando desmistificar o Filtro de Kalman e disseminar seu conhecimento desde o ensino médio.
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ENTENDENDO E DISSEMINANDO O FILTRO DE KALMAN: ESTIMAGAO
DO MUNDO REAL INCERTO

1 INTRODUGAO

No mundo real, frequentemente nos deparamos com situagées onde precisamos ter
conhecimento o melhor possivel de um "estado" ou um parametro fisico real de um sistema —
por exemplo, a posicdo de um drone, a velocidade de um carro autbnomo, a inclinacéo de
uma plataforma mével, a posicao e velocidade de uma poltrona de um ocupante de um veiculo
sujeito ao efeito de uma suspensao automotiva, sobre o qual esta instalado, em movimento
vertical. No entanto, as medigdes que obtemos desses sistemas sao quase sempre ruidosas
ou imprecisas. Sensores podem ser afetados por interferéncias, condicbes ambientais ou
limitagdes inerentes a sua tecnologia. Como podemos obter a melhor estimativa de estados
da realidade quando nossas informagées sdo incompletas e carregam erros e imprecisées? E
aqui que entram os filtros, e em particular, algoritmo importantissimo e amplamente utilizado
chamados Filtro de Kalman (FK). Desenvolvido por Rudolf Emil Kalman em 1960, o Filtro de
Kalman é uma ferramenta matematica que permite estimar o estado de um sistema dinamico.
Isso significa que o filtro calcula o valor que uma variavel (o “estado”) que representa uma
grandeza fisica de um sistema provavelmente assume em um determinado momento, mesmo
que as medi¢des disponiveis das respostas do sistema a uma sequéncia de entradas nao
sejam perfeitas. O FK faz isso combinando uma previsdo de como o estado deve evoluir ao
longo do tempo com as medigdes ruidosas recebidas, incluindo os valores reais intrinsecos.
Ele pondera a confianga tanto na previsdao quanto na medicdo em tempo real para chegar a
melhor estimativa possivel, (KALMAN, 1962).

A importancia do Filtro de Kalman se reflete em sua vasta aplicabilidade em diversas
areas da ciéncia e engenharia. Historicamente, suas primeiras aplicagdes foram cruciais no
setor aeroespacial, como no programa Apollo da NASA, para orientagdo e navegagao de
naves espaciais. Hoje, € uma técnica fundamental em robdtica, ajudando robds a mapear
ambientes e se localizar, em sistemas de navegag¢ao como o GPS, em visdo computacional,
no processamento de sinais para extrair informacgdes uteis de dados imperfeitos, e até mesmo
em aplicagdes mais complexas como o controle de sistemas e analise de séries temporais. E
uma ferramenta valiosa para inferéncia e estimagao em tempo real, (KALAT,1963)

Para muitos estudantes, o Filtro de Kalman pode parecer um assunto complexo,
frequentemente associado a matematica avangada como processos estocasticos, algebra
matricial, etc. No entanto, a ideia central por tras do algoritmo € bastante intuitiva. Embora
seja um tépico mais aprofundado em cursos de engenharia, compreender seus principios
basicos é uma experiéncia educacional valida e pode iluminar como lidamos com a incerteza
em sistemas dinédmicos. Algumas fontes indicam que o ensino desses conceitos relacionados
a estimacéao de estados é pouco abordado em certas formagdes de graduacao, apesar de sua
relevancia, (ALEX, 2024)

Neste artigo, nosso objetivo principal restringe-se em apresentar somente a idéia
fundamental, por questao de limitagdo de paginas do artigo, em que se baseia o filtro de
Kalman, de uma maneira acessivel e muito intuitiva. Porém, no projeto de extensao a ser
desenvolvido nas instituicdes publicas de ensino, o comparamos a suas versdes mais
simplificadas e ainda mais intuitivas, observador de Luenberger (off-line) e os filtros a- e a-
B-y, focando nos conceitos fundamentais e na filosofia empregada em seus desenvolvimentos
e funcionamentos. Buscamos desmistificar o algoritmo do filtro de Kalman e mostrar que,
embora suas equacdes completas possam ser elaboradas, a esséncia de combinar previsdes
com medigdes para obter uma estimativa melhor é um conceito compreensivel e de grande
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utilidade tecnoldgica num mundo incerto. Ao explorar o que o Filtro de Kalman faz e por que
€ tao util, esperamos despertar o interesse tanto de estudantes de cursos de engenharia de
instituicbes publicas, mas principalmente, de estudantes ja do ensino médio, disseminando
essa poderosa ferramenta matematica e suas aplicagées no mundo real, (LUENBERGER,
1991), (MUTAMBARA, 1999) e (OGATA,2015).

2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

O filtro de Kalman é um coadjuvante imprescindivel dos sistemas automaticos nas mais
diversas areas tecnologicas, que calcula a melhor estimativa sob um determinado critério,
denominado minimos quadrados, de uma grandeza fisica que esta variando no tempo, mesmo
quando as informagdes que ele recebe sao inexatas. Imagine que vocé quer prever e estimar
a posicao de um carro em movimento, mas as medi¢gdes que vocé faz para realizar esse
processo previsdo-estimagao nao sao perfeitas por efeito ruidosos. O filtro de Kalman combina
essas medicdes com um modelo do movimento do carro para dar uma estimativa mais precisa
de onde ele realmente estd. E um algoritmo que filtra o ruido e realiza previsbes mais
confiaveis, (SCHMIDT, 1985).

Com o intuito de passar a ideia fundamental inspiradora do filtro de Kalman, faremos o
desenvolvimento tedrico apoiado ja de inicio na utilizagdo de um exemplo de féacil
entendimento e abstracdo, e que requer um desenvolvimento matematico relativamente
elementar.

Um sistema estatico € um sistema que ndo muda seu estado durante um periodo
razoavel. Por exemplo, o sistema estatico poderia ser uma torre e o estado seria a sua altura.

Neste exemplo, estimamos o0 peso de uma barra de ouro. As medidas ndao apresentam
erro sistematico, mas incluem ruido aleatério causado por erros de leitura nas medigdes, por
exemplo.

O sistema é a barra de ouro e o estado do sistema € a massa da barra de ouro. O
modelo dinamico do sistema é constante, pois assumimos que o0 peso ndo muda em curtos
periodos, pelo menos durante a experimentacao.

Figura 1 — Medi¢des x Valor Real
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Para estimar o estado do sistema (ou seja, o valor do peso), podemos fazer multiplas
medi¢des, conforme mostrado na Fig. 1, e calcular a média delas.
No instante n, a estimative x"'n,n seria a média de todas as medidas prévias:
~ 1 _1on
Xnn = ;(Zl +2Zy;+ +Zn—1+Zn) ~ i=1Zi (1)

Notac&do do Exemplo:

X € o valor real da massa de ouro.
zn € o valor medido do peso no instante n.
x'n,n € a estimativa de x no instante n (a estimative é feita depois de

realizar a medida zn).

x’n+1,n ¢é a estimativa futura (n + 1) do estado x. Em outras palavras, x"n+1,n é
o estado predito ou estado extrapolado.

x’n-1,n-1 ¢é a estimativa de x no instante n — 1 (a estimative é realizada apds
tomada da medida zn-1).

x’n,n—-1 & a predigao a priori, realizada no instante n-1 , estimando o estado no
instante n.

Na literatura, o chapéu (acento circunflexo) sobre a variavel, indica um valor
estimado.

O modelo dinamico neste exemplo € estatico (ou constante), pois o peso do ouro néo
muda com o tempo, portanto x’n+1,n = x"n,n.

Embora a Equagdo (1) seja matematicamente correta, ndo ¢é pratica para
implementagdo. Para estimar x'n,n precisamos lembrar de todas as medigdes histéricas.
Portanto, precisamos de uma memoria grande. Também precisamos recalcular a média
repetidamente se quisermos atualizar o valor estimado apds cada nova medicdo. Portanto,
precisamos de uma Unidade Central de Processamento (CPU) mais poderosa. Seria mais
pratico manter apenas a ultima estimativa (x'n-1,n—1) e atualiza-la apds cada nova medigao.
A figura (2) a seguir exemplifica o algoritmo necessario:

» Estime o estado atual com base na medi¢ao e na previsao anterior.
* Prever o proximo estado com base na estimativa do estado atual usando o Modelo
Dinamico.

Figura 2 — Notagao do Exemplo
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Fonte: Autores
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Dessa forma, a equacéo recursiva de atualizacdo de estado € descrita por:
1

in,n = in,n—l + — (Zn - jjn,n—l)
" (2)

A equacgado (2) de atualizagcdo de estado é uma das cinco equagbes que
compdem o filtro de Kalman. Ela pode ser interpretada da seguinte forma (Figura 3):

Figura 3 — Interpretagcéo diagramatica da equagéo de atualizagao de estado

Estimativa do Valor predito Valor predito
estado atual = | doestado + Fator X Medida - do estado
atual atual

Fonte: Autores

O fator 1/n é especifico do nosso exemplo. Discutiremos o papel vital desse fator
mais tarde, mas agora, gostaria de observar que na “linguagem do Filtro de Kalman”,
esse fator é chamado de Ganho de Kalman. E denotado por Kn. O subscrito n indica
que o ganho de Kalman pode mudar a cada iteragéo.

A descoberta de Kn foi uma das contribuigdes significativas de Rudolf Kalman.
Antes de entrarmos nas entranhas do Filtro de Kalman, usamos a letra grega an.
Portanto, a equacéao de atualizacao do filtro tem a forma:

~

Xnn=Xnn-1+ Qn (Zn - )’(\n,n—l)

O termo (Zn — Xn,n—1) é o “residual de medig&o”, também chamado de
inovacgéao. A inovagao contém novas informacgoes.

Neste exemplo, 1/n diminui a medida que n aumenta. No inicio, ndo temos
informagdes suficientes sobre o estado atual; assim, a primeira estimativa € baseada
na primeira medicdo 1 [n=1 = 1 . A medida que continuamos, cada medicdo sucessiva
tem menos peso no processo de estimativa, uma vez que 1/n diminui. Em algum
momento, a contribuicdo das novas medi¢des tornar-se-a insignificante.

Vamos continuar com o exemplo. Antes de fazermos a primeira medicéo,
podemos adivinhar (ou estimar aproximadamente) o peso da barra de ouro
simplesmente lendo o carimbo na barra de ouro. E chamada de estimativa inicial e é a
nossa primeira estimativa.

O Filtro de Kalman requer a estimativa inicial como uma predefinicdo, o que pode
ser muito aproximado.

2.1 ALGORITMO DE ESTIMAGAO

A seguir descreveremos passo a passo 0 processo de estimagcdo com um
exemplo numérico. O diagrama descrito pela Figura 4 descreve o algoritmo de
estimacao utilizado neste exemplo.
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Figura 4 — Algoritmo de estimagao
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Fonte: Autores
Iteracao 0

Inicializagao

Nossa suposi¢ao(chute) inicial da massa da barra de ouro € 1000g. Portanto, o
modelo dinamico do sistema é estatico. A inicializagcdo n&o é requerida nas proximas
iteracdes sucessivas.

Predicao

Fez-se a suposicao de que a massa da barra de ouro nao se altera. Portanto, o modelo
dindmico do sistema ¢é estatico. Nosso proximo passo de estimagdo de
estado(predicao) é igual a inicializagao:

12 Iteracao
Passo 1

Fez-se um medida da massa que resultou na leitura:

71 = 996g
Passo 2

Calculando o ganho. Em nosso exemplo an = 1/n, portanto:

=1

Calculando o estado atual utilizando a equagao de atualizagao de estado:

R1,1 =X1,0 + a1 (Z1 — R1,0) = 1000 + 1 (996 - 1000) = 996g
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A suposicao inicial poderia considerar qualquer valor neste exemplo espe0|f|co Vlsto
que a1 =1, o estado atual considere o valor da suposi¢ao inicial.

Passo 3
Como o modelo dindmico é estatico, a predicao € igual ao estado estimado atual:
21 = )’(\1,1 = 996g

>

2a lteracao

Passado uma unidade de tempo, a estimacéao predita da iteragao prévia torna-se a
estimativa a-priori na iteragao atual:

)’(\2,1 = 996g

Passo 1

Fazendo a segunda medida da massa:

Z2 = 994g

Passo 2

Calculando o ganho:
2 = 1/2
Calculando a estimativa atual:

1
K22 =XR2,1 + 02 (Z2 —R2,1) =996 + 5 (994 - 996) = 995¢g

Passo 3
)/(\3,2 = )’(\2,2 = 995g

3a lteracao
z3=1021g

=1/3

%33 = 995 +1/3 (1021 - 995) = 1003.67g
)’(\4,3 = 100367g

4a lteragao

z4=1000g
o4 =1/4

R4,4 =1003.67 + ¥4 (1000 - 1003.67) = 1002.75g
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X5,4 = 1002. 75g
5a lteracao
Z5 = 1002g

oas =1/5

%55 = 1002.75 +1/5 (1002 - 1002.75) = 1002.6g
%6,5 = 1002.6g

6a lteracao

26 =1010g
ab=1/6
%66 = 10026 +1/6 (1010 - 1002.6) = 1003.83

X7,6 =1003.83g
7a lteragao

7, = 983g
(X7=1/7

%7, =1003.83 +1/7 (983 - 1003.83) = 1000.86g
8,7 = 1000.86

8a lteracao

z8 = 971g
as=1/8

Xs,8 =1000.86 + 1/8(971 - 1000.86) = 997.125g
Ro,8 =997.125g

9a lteracao
z9 =993g

a9=1/9
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Rg,9 =997.125+ 1 /9 (993 - 997.125) = 996.67g
)’(\10,9 = 996.67g

10a Iteracao

Zio = 1023g
O(1&=1/ 10

R10,10 = 996.67 +1/10 (1023 -996.67) = 999.3g
)’511,10 = 999.3g

Parando o processo por aqui, podemos observar que o ganho decresce com
cada medida realizada. Portanto, a contribuicdo de cada medida sucessivamente
menor do que a contribuicdo da medida prévia. Chegamos muito préximo do valor da
massa verdadeiro que é 1000g. Caso fizéssemos mais medidas, chegariamos cada
vez mais perto do valor verdadeiro.

2.2 ANALISE DOS RESULTADOS

A evolucdo temporal dos valores medidos, estimados e real, no processo de
estimacao pode ser visualizada graficamente na Figura 5.

Figura 5 — Evolugao grafica do processo recursivo

=@ Medidas
—®— Estimativas
—@— Valores reais

<
<

Peso (g)

990

2 4 6 8 10

Iteragdes

Fonte: Autores

Note que o algoritmo de estimagao tem um efeito suavizador (“smoothing”) sobre
as medidas e converge para o valor real.

Cabe perguntar: Qual deveria ser o numero de medidas ideal? Qual o critério de
parada? Parariamos na décima, centésima ou milésima medida? O numero necessario
de medidas depende da precisao de estimagao desejada.

Para se ter uma idéia, como utilizamos no exemplo, uma geragado das medidas
com um desvio padrao estatistico de 20 gramas, deveriamos fazer 400 medidas para
alcancar uma precisao de 1g nas estimativas.
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3 METODOLOGIA

O trabalho de disseminagao nas escolas publicas, mais especificamente ao terceiro ano
do ensino médio, bem como nos cursos técnicos, de tecnologia e engenharia de instituigdes
publicas da cidade de Sinop/MT, sera realizado através de um programa de extensao
universitaria oferecido pelo curso de engenharia elétrica da Unemat (Universidade Estadual
de Mato Grosso). Nesse programa, alunos da disciplina de Controle Linear 2, oferecida no 7°
semestre do curso, e da qual o conteudo aqui tratado faz parte, desenvolverdo sob orientagao
do professor tutor da disciplina, o suporte teérico didatico de facil compreensao e alcance, e
a implementagao pratica a disseminacao, fazendo uso de experimentos modulares com a
finalidade de dar suporte as demonstragdes tedricas e validagdes pratica correspondentes.

A carga horaria do curso de extensao sera de 16 horas e a livre participagao do aluno
matriculado na disciplina de Controle Linear 2, como agente, compora parcialmente sua nota
na disciplina, dentro das 60 horas da carga horaria programada para a disciplina no plano
pedagogico do curso. Os experimentos modulares desenvolvidos no semestre poderao ser
reutilizados ou inovados a constituicdo de novos experimentos nos semestres subsequentes.

4 DISCUSSOES E RESULTADOS ESPERADOS

Como ja discutido anteriormente, o Filtro de Kalman é de fundamental importancia em
areas como engenharia de controle, robdtica, navegacdo, automacdo e aprendizado de
maquina. Sua aplicagdo precoce na formacao técnica e superior pode promover o
desenvolvimento de competéncias essenciais, como raciocinio légico, analise estatistica e
modelagem de sistemas dinamicos.

Entretanto, a disseminagdo ampla dessa tecnologia enfrenta obstaculos relevantes,
tais como: (i) a insuficiéncia de formacao especifica de docentes em instituicdes publicas,
devido a escassez de dominio em matematica avangada e teoria de sistemas (ii) limitagcoes
de recursos computacionais em escolas publicas e (iii) curriculos rigidos que raramente
abordam modelos estocasticos ou filtros de estado. O aprofundamento numa abordagem
multinivel da disseminagao, pode desencadear:

Para mitigar esses desafios, propde-se uma abordagem multinivel que inclui: (a) a
insercao do tema em cursos técnicos, tecnoldgicos e disciplinas optativas de graduacao; (b)
o desenvolvimento de materiais didaticos acessiveis, como simulacdes interativas, videos e
softwares livres (ex.: Python e bibliotecas como NumPy e SciPy); e (c) a formacéao de parcerias
entre universidades e escolas para projetos de extensdo, como o BitDogLab. (BITDOGLAB,
2023).

Espera-se que, com a implementagao dessas agdes, sejam alcangados os seguintes
resultados:

As projecdes concretas que o trabalho espera alcangar em larga escala, caso as agoes
propostas sejam implementadas, sao:

« Formacgado técnica avancada: estudantes de escolas publicas terdo contato com
ferramentas e conceitos avancados na formacgao basica ou técnica, estimulando o
interesse por areas como Engenharia, Fisica, Matematica Aplicada e Ciéncia de
Dados.

e Reducao de lacunas formativas: diminuicdo da disparidade entre os curriculos das
instituicdes publicas e o conteudo de ponta praticado em universidades de referéncia
e empresas de tecnologia, promovendo maior equidade no acesso ao conhecimento
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e Producéo de material didatico nacional: desenvolvimento de livros, tutoriais e recursos
didaticos que fortalegcam a autonomia cientifica e tecnolédgica no ensino de tecnologias
estratégicas

« Impacto na pesquisa e extensao: estimulo a projetos de iniciagao cientifica e extenséo,
aplicando o filtro de Kalman em contextos como drones, sensores, previsao
meteoroldgica e rastreamento de objetos, promovendo maior integragao entre teoria e
pratica no ensino publico.

Por fim, a disseminagdo do Filtro de Kalman configura-se ndo apenas como uma
inovacgao pedagdgica, mas também como uma estratégia de inclusao tecnoldgica e cientifica,
contribuindo para a redugao das desigualdades no acesso ao conhecimento técnico de ponta,
(TENNE, 2000).

5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

A continuidade deste projeto requer a expansao de frentes de atuagao voltadas a
formacgao docente, produgao de recursos educacionais e avaliagdo de impacto pedagogico.
Como trabalhos futuros, propde-se o desenvolvimento de cursos e oficinas para professores
do ensino médio, técnico, tecnoldgico e superior, capacitando-os em topicos essenciais a
compreensao e aplicagao do Filtro de Kalman. Também se recomenda a criagdo de ambientes
digitais e simuladores interativos que auxiliem na visualizag&o intuitiva da filtragem de estados
e ruidos em tempo real.

Além disso, serao valiosas as experiéncias-piloto em escolas de ensino médio e
técnico, e universidades publicas, com o objetivo de adaptar a teoria a realidade local, avaliar
o engajamento dos estudantes e revisar as abordagens pedagdgicas utilizadas. Projetos de
pesquisa em educacdo matematica e ensino de engenharia podem investigar quais
metodologias facilitam a assimilagdo de conceitos complexos como modelos estocasticos e
sistemas dinamicos.

Finalmente, ressalta-se a importancia de estabelecer redes de colaboracdo entre
instituicbes publicas, visando a criacdo de materiais abertos, infraestrutura computacional
compartilhada e eventos cientificos que incentivem o protagonismo estudantil no campo da
ciéncia de dados e controle automatizado.
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UNDERSTANDING AND DISSEMINATING THE KALMAN FILTER: ESTIMATION OF THE
UNCERTAIN REAL WORLD

Abstract: The paper introduces the Kalman Filter as a crucial mathematical tool for estimating
the state of dynamic systems in environments with imprecise measurements. It explains how
the filter combines predictions and noisy measurements to obtain the best possible estimate,
weighing the confidence of both. The historical application in the Apollo program and its current
use in robotics, navigation (GPS) and computer vision are highlighted to demonstrate its vast
importance. The text also simplifies the algorithm with a practical example of mass estimation,
showing its recursive nature and the function of the "Kalman Gain" to smooth measurements.
Finally, the methodology and expected results of a university extension project are presented,
aiming to demystify the Kalman Filter and disseminate its knowledge since high school.

Keywords: Estimation; Kalman Filter; High School; Dynamical Systems
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