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Resumo: Este trabalho consiste no estudo de modelo matemdtico aplicado ao estudo de carga
hidrdulica de aquiferos subterrdneos com abordagem de métodos numéricos para construgdo de
solugdo aproximada. O modelo a ser considerado baseia-se na combinag¢do da Lei de Darcy, que
descreve o fluxo de dgua através de meio poroso, com a equacdo da continuidade aplicada a estudos
relacionados a velocidade de fluido em uma drea de escoamento. A solu¢do numérica do problema
serd abordada em etapas, iniciando-se representacdo matemdtica do problema e dedugdo das
equagoes, estudos dos Métodos de Diferencas Finitas para a solug¢do das equacgdo, discretizagdo do
problema, e finalmente, a elaboragdo dos codigos para simulagées computacionais.
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MODELO MATEMATICO DE ESTUDOS DE CONTAMINAGAO DE
SISTEMAS AQUATICOS

1 INTRODUGAO

Os modelos matematicos constituem ferramentas fundamentais para a
representacdo e analise de sistemas complexos, permitindo a previsdo de eventos e o
estudo de estratégias de acao de preservacao e mitigagcao de sistemas em diversas areas
do conhecimento. No ambito dos recursos hidricos, a modelagem matematica desempenha
um papel importante de compreensdo de processos hidrodindmicos e de avaliacao de
impactos ambientais, fornecendo subsidios para a gestdo sustentavel desses sistemas.

No tocante as aguas subterraneas, a modelagem matematica possibilita analises
sobre condutividade hidraulica, alteragdes e potenciais impactos decorrentes de
intervencgdes, inclusive antropicas e acidentes ambientais, com previsao de eventos criticos,
como contaminagdes e rebaixamentos do lengol freatico. Essa abordagem viabiliza
simulagoes e permite estudos e reflexos de medidas preventivas e mitigadoras.

A contaminagdo das aguas subterraneas representa uma grande preocupacao e
esta associada a diversas fontes, como vazamentos e falhas na infraestrutura de
armazenamento, atividades agricolas, industriais e domésticas. O uso indiscriminado de
agrotoxicos e fertilizantes no setor agricola, bem como o descarte inadequado de residuos
industriais e domésticos, pode comprometer significativamente a qualidade desse recurso
hidrico.

Dado que mais da metade da populagdo mundial depende das aguas subterraneas
para o abastecimento de agua potavel, torna-se essencial adotar uma abordagem de
gestao fundamentada em estudos cientificos. A degradacao desses sistemas nao apenas
compromete a qualidade da agua consumida pela populagdo, mas também impacta o
desenvolvimento socioecondmico de diversas regides, podendo gerar danos ambientais de
grande escala. Nesse sentido, estudos voltados a carga hidraulica e a qualidade da agua
subterranea sao essenciais para embasar politicas publicas e agdes voltadas a preservagao
desse recurso estratégico. E nesse contexto que se insere o presente trabalho, cujo objetivo
€ estudar as aguas subterraneas por meio da modelagem matematica, com a busca por
solugdes analitica e numérica, possibilitando analises e discussbes sobre carga hidraulica
e fatores ambientais que influenciam a qualidade e a disponibilidade do recurso, motivadas
por simulagdes computacionais e geragéo de cenarios hipotéticos de estudo.

2  FUNDAMENTAGAO TEORICA

A agua, essencial para a manutengao da vida, circula entre a atmosfera, a crosta
terrestre e os oceanos atraves do ciclo hidrolégico. Apds a precipitagdo, uma parte da agua
€ absorvida pela superficie terrestre, uma parte escoa superficialmente até alimentar lagos
e rios e outra parte, por fim, é utilizada por plantas e animais para subsisténcia, mesmo que
em menor quantidade (FEITOSA et al., 2008).

Da parte que € absorvida pela superficie terrestre, uma porgdo se acumulara
formando reservas de agua, denominadas aguas subterraneas, conforme Figura 1.

Figura 1 — Divisdo das zonas abaixo da superficie
terrestre.
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Fonte: Feitosa et al., 2008

Dentre os tipos de armazenamento de agua, destacam-se os aquifugos, que sao
composigdes geoldgicas impermeaveis, incapazes de armazenar e permitir o fluxo da agua;
os aquicludes, formados por rochas que foram anteriormente submetidas a compactacao,
possuem porosidade efetiva e condutividade hidraulica muito baixas; os aquitardos, que
possuem pouca capacidade de armazenamento e circulagéo lenta de agua e, finalmente,
os aquiferos, objeto de estudo nesta pesquisa, que sao formagdes geoldgicas subterraneas
que armazenam e permitem o fluxo de agua (WENDLAND, 2023).

Os aquiferos possuem alta condutividade hidraulica e alta porosidade, resultando em
uma grande capacidade de armazenamento e circulacdo de agua (WENDLAND, 2023).

Dentre algumas das caracteristicas presentes em um aquifero, destacam-se a
porosidade, a condutividade hidraulica e o teor de umidade. A porosidade € dada pela
relagcdo entre o volume total de um solo e pelo seu volume de vazios, considerando que, no
volume total, é contabilizado o volume sélido e de vazios; a condutividade hidraulica que é
uma importante propriedade que rege o movimento da agua, ou de qualquer outro fluido no
solo, e esta relacionada a facilidade com que um liquido flui em um solo, por meio de seus
vazios e o teor de umidade relacionado ao volume de agua presente no solo (FREEZE;
CHERRY, 1079).

Caracteristicas de diametro médio do solo, esfericidade e arredondamento dos
graos, distribuicdo e a natureza do seu empacotamento influenciam a condutividade
hidraulica do meio. Para areias e cascalhos, a condutividade hidraulica € maior do que para
argilas e rochas (FREEZE; CHERRY, 1079).

Os aquiferos também podem ser classificados como livres ou confinados e a pressao
a qual o aquifero esta submetido é de extrema importancia para essa distingdo. Em
aquiferos confinados, a pressao exercida no topo do aquifero € maior que a pressao
atmosférica, enquanto os aquiferos livres encontram-se sob pressao igual a atmosférica.

Em aquiferos livres, o limite superior € a superficie de saturacgao.

Quando classificados como confinados, os aquiferos podem se subdividir, ainda, em
confinados drenantes e ndo drenantes, com base na permeabilidade de suas camadas
limitrofes.

Os aquiferos confinados n&do drenantes possuem as camadas superior € inferior
impermeaveis. Podem ser chamadas, também, de jorrantes. Os aquiferos confinados
drenantes possuem ao menos uma das camadas permeavel ou semipermeavel, permitindo,
assim, o fluxo de agua através das camadas superior e/ou inferior.
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A depender do tipo de aquifero a ser analisado, diferentes condi¢cbes sao
empregadas para a criagdo do modelo matematico que o descreva com maior precisdo. No
caso deste trabalho, volta-se a ateng¢ao para aquiferos confinados.

Como sabido, a qualidade das aguas subterraneas tem sido cada vez mais
ameacada pelo aumento da poluicdo, comprometendo sua disponibilidade e afetando o
equilibrio dos ecossistemas naturais. Segundo a literatura, essas aguas representam uma
fracdo significativa das reservas de agua doce acessiveis para consumo no planeta,
desempenhando um papel fundamental no abastecimento de areas urbanas e rurais, além
de contribuirem para a manutengao dos fluxos de rios e lagos (DAO et al., 2024).

Embora estejam relativamente protegidos por camadas geoldgicas, tais sistemas
nao estdo isentos de contaminagdo. Entretanto, sua poluicdo, muitas vezes, passa
despercebida devido a auséncia de sinais visiveis, dificultando a deteccao precoce e a
implementagao de medidas de controle (HIRATA et al., 2019).

Muitas formas de contaminagdo desses sistemas estdo associadas ao descarte
inadequado de residuos sélidos, especialmente em aterros sanitarios mal gerenciados e
depdésitos clandestinos de lixo. Esses locais favorecem a infiltragdo de substancias nocivas
no solo por meio do processo de percolagdo, comprometendo a qualidade das aguas
subterraneas (ALVES, 2023).

Processos naturais de recarga e descarga também provocam interferéncias que
afetam sua qualidade e disponibilidade. Para garantir a eficacia das estratégias de
mitigacao e remediagdo da contaminagdo, é essencial a realizagdo de avaliagbes e
monitoramentos continuos, fornecendo subsidios cientificos para a tomada de decisao e,
nesse contexto, a modelagem matematica e as simula¢gdes computacionais séo importantes
ferramentas de andlise e simulagdo de cenarios, bem como apoio de planejamento de
estratégias de preservagao dos recursos hidricos.

3 METODOLOGIA

Com os objetivos do trabalho relacionados ao estudo de conservacado das aguas
subterréneas, de modelagem matematica dos fenbmenos ambientais, este trabalho se
desenvolveu com a formulagdo do modelo matematico que estuda a taxa de variagao da
carga hidraulica, em funcéo do espago e do tempo, de aquiferos confinados.

Realizados os procedimentos de modelamento matematico, buscou-se pela
resolugdo analitica da equacdo e sua formulagdo numérica para implementacio
computacional e geragao de cenarios.

Para tanto, estudos tedricos acerca das aguas subterrdneas, bem como de
modelamentos matematicos foram necessarios.

A resolucao analitica da equacao foi possivel a partir de estudos sobre equagdes
diferenciais parciais, com aplicacdo do método de separacao de variaveis e a formulacao
de aproximagao numeérica, a partir de estudos sobre o Método de Diferencas Finitas.

A implementacao computacional foi realizada em ambiente Matlab e tornou possivel
o desenvolvimento de simulagdes computacionais que fomentaram analises e discussdes
sobre o modelo.

4 MODELAGEM MATEMATICA

O estudo de carga hidraulica de aquiferos subterraneos confinados, de fluxo laminar,
através de abordagem de modelo matematico, se da através da combinagao da Lei de
Darcy com a Equacao da Continuidade.
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A Lei de Darcy, descoberta por Henry Darcy em 1856, € utilizada para descrever o
fluxo de fluido através de meios porosos, incluindo aguas subterrdneas (WENDLAND,
2023), (WOESSNER; POETER, 2020) e é dada pela Equacéo (1):

- _gr
Q = -K24 (1)
onde:
e ( representa a vazao volumétrica (m?/s);
e K indica a condutividade hidraulica, é a constante de proporcionalidade que reflete a
facilidade com que a agua flui através de um material (m/s);
dh ., . ~ T ~
e —€a taxa de variagédo de carga hidraulica em fungéo do trecho, e
e A representa a area da secao transversal do fluxo perpendicular a direcao do fluxo

(m?).

Esta lei descreve como a altura manométrica, os gradientes hidraulicos e a
condutividade hidraulica estdo ligados para quantificar e descrever o fluxo das aguas
subterraneas.

No tocante a Equagao da Continuidade, ela é utilizada para garantir que as vazoes
de entrada e saida do aquifero sejam iguais (FREEZE; CHERRY, 1979). Assim, dado um
volume de controle V = AxAyAz, o balango de massa é dado pelo que entra menos o que
sai mais (ou menos) o ganho (ou a perda).

Matematicamente sua forma mais geral é dada pela Equacgao (2):

3}
~=—V(pq) +pQ (2)
onde:
e p é a densidade do fluido (kg/m3);
dh fys . T
e = _KE que descreve como a altura manométrica, os gradientes hidraulicos e a
condutividade hidraulica estéo ligados para quantificar e descrever o fluxo das aguas
subterraneas;
e V(pq) representa divergéncia do fluxo e massa.

O modelo matematico que, estuda a taxa de variagdo da carga hidraulica h em
funcao do tempo t em aquiferos confinados, € governado pela equacgao da difusdo da carga
hidraulica, também chamada de equagao da agua subterranea, dado pela Equagéo (3):

]
§——-=TVh (3)
onde:
e h(x,y,zt) representa a carga hidraulica (altura piezométrica);
e Sindica o armazenamento especifico (sem unidade);
e T é transmissividade do aquifero (em m?/s);
e V2h é o operador Laplaciano em coordenadas espaciais;
e t> 0 (ems)indicaotempoe 0 < x <L (emm)o dominio espacial.

Considerando a formulagao da equacéao para estudo da carga hidraulica propagada
em aquifero confinado ao longo da direcdo x devido a difusdo hidraulica, com S e T
constantes, condigdes de contorno de Dirichlet homogéneas, e condigao inicial h(x,0) =
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6(x),0 < x <L, a solugao analitica do problema é dada pela Equacao (4) (BOYCE;
DIPRIMA; MEADE, 2020):

nm)2
h(x; t) = Z?;;anSin (TILLX) e_(T) gt (4)

com: B, ——f f(x)sm( )dx

Com vistas a resolucado aproximada do problema e implementacido computacional,
buscou-se, através do Método de Diferencgas Finitas, a discretizacdo do modelo em suas
variaveis espacial, x, e temporal, t (FONTANA, 2019).

Através da aplicacdo do método explicito avancado para a variavel temporal t, a

aproximacéao da derivada temporal % no ponto i, entre os tempos t™ e t(™*1) & dada na
Equacao (5):

on _ n{"-p{™ (5)

6t At

onde:
hi(”“) indica o valor aproximado da fun¢ao h no ponto i no tempo (n + 1);

hl.(") indica o valor aproximado da fungao h no ponto i no tempo (n);
At representa o incremento no tempo entre os instantes (n) e (n + 1).

Considerando a ordem do esquema explicito do método numérico para a variavel
temporal (primeira ordem), o erro de truncamento local é O(A t).

Para a variavel espacial x, com passo 4x = x;,1 — x;, @ aproximagao de — se dana
forma da Equacéo (6):
o*n w20 +n{™)

R ©)

(4x)?
O erro de truncamento local do método de diferengas centradas para a variavel espacial é
da ordem de 0(A x?).

Substituindo a Equagéo (5) e a Equacgéo (6), de aproximagao de — e o Na equacao
diferencial proposta, Equacéo (3), tem-se a Equacéo (7), denominada solugao aproximada

do modelo:
hi(n+1) h(n) n At T (hfﬂ-Zh(n)+h§"’1) (7)
onde:
¢ hf+)1 representa o valor aproximado da fungdo h no ponto i + 1 no tempo (n);

° h( ) 1 representa o valor aproximado da fungdo h no ponto i — 1 no tempo (n).

TAt
S(Ax)?

O critério de estabilidade do método é a = > <

NIH
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As solugdes analitica e numérica foram implementadas computacionalmente em
ambiente Matlab, de acordo o algoritmo descrito no Quadro 1.

Quadro 1. Algoritmo

1. Definir os parametros fisicos do modelo;

2. Definir malha espacial e temporal indicando vetor de posigdes: x e t;
o0 numero de pontos no espacgo: Nx e tempo Nt e o espagamento dominio
dx e tempo dt, obedecendo o critério de estabilidade;

3. Definir condicao inicial (pulso no centro) dada pela fungéo Delta de
Dirac;

4. Para solugado numeérica via diferencas finitas explicitas: inicializar matriz
hnum, aplicar condicao inicial, fazer a iteragdo no tempo e atualizagdes;

5. Para solugao analitica via série de Fourier: inicializar matriz hapaiit,
calculando para cada tempo n e termo m da série o autovalor e o
coeficiente de Fourier, atualizando a solucao analitica;

6. Plotar hnum(X, t_final) € hanait(x, t_final) no mesmo gréfico

Os graficos da solugéo analitica e numérica seguem apresentados na Figura 2, onde
adotou-se, hipoteticamente, comprimento L=1 m, coeficiente de transmissividade do
aquifero T=0,001 m?/s, armazenamento especifico S=0,0001, Nx=100, Nt=500, condigdo
inicial: fungéo delta de Dirac h(x,0)=f(x)= d(x—x0) e condi¢bes de contorno de Dirichlet
homogéneas.

Como pode ser observado no grafico, Figura 2, as solugdes apresentam uma
evolugao difusiva, com pulso inicial na regiao central, se espalhando ao longo do tempo,
com a altura do pico diminuindo e a largura aumentando, mantendo a conservagao da
massa.

Verifica-se, também, a forma geral das curvas, que se mantém semelhante entre as
solugdes, com pequena diferenca, conforme esperado.

No tocante a solug&o analitica, representada em linha vermelha tracejada na Figura
2, tem-se a solugao exata do modelo, indicada na Equagéao (3) e é importante ressaltar que
seu desenvolvimento requer a abordagem de conceitos complexos de matematica,
vinculados a resolucao de equacdes diferenciais parciais.

Em linha continua azul, na Figura 2, encontra-se representada a solu¢gao aproximada
do modelo, que é bem adequada para simulagdes computacionais e util em casos em que
nao existe a solugao analitica. Entretanto, ressalta-se que tal solugao esta sujeita a erros
numeéricos e dependente do tamanho da malha: quanto menor o tamanho do passo dx, no
dominio, e dt, no tempo, melhor a aproximacg¢ao, mas os calculos computacionais sdo mais
lentos.

Figura 2 — Solugbes analitica e numérica da Equacéao
(3) implementada em ambiente Matlab.
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Com vistas a simulagdo de um cenario um pouco mais préoximo do real, tomou-se a
simulagao apresentada pela solugdo numérica, Figura 3, com as mesmas condigdes iniciais
e de contorno adotadas inicialmente, assumindo como parametros o comprimento L=100
m, o coeficiente de transmissividade do aquifero T=0,00005 m?/s (referente a aquifero de
aproximadamente 50m de espessura, em meio caracterizado por pouca porosidade e
condutividade hidraulica baixa, de 0,000001m/s) e o armazenamento especifico S=0,0001
(referente a aquiferos confinados), que representam as trés principais caracteristicas dos
aquiferos confinados.

Figura 3 — Evolug&o de solugdo numérica ao longo do

tempo.
Evolugdo da Solucdo hix.t) no Tempo
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Fonte: Do autor

Desta forma, verifica-se, na Figura 3, como o pulso localizado na regido central do
dominio fisico se alarga e se achata, representando o efeito da difusdo. Também se verifica
no grafico a simetria em torno da regiao central, como esperado em virtude das condi¢des
de contorno homogéneas e do pulso centrado.
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Importante ressaltar que a equacéao de difusao conserva a massa total, pois ndo ha

fonte ou sumidouro. Portanto, € esperado que a area sob a curva se conserve também.
A cada curva plotada (para cada valor de t), verifica-se um perfil de onda mais larga

€ mais baixa, indicando o espalhamento da massa.

5 CONCLUSAO

Estudos de modelagem matematica aplicados as aguas subterraneas séao
ferramentas relevantes que favorecem compreensdes e predi¢cdes de impactos ambientais.
Ao combinar teoria, simulacao e pratica, tais abordagens fomentam discussdes e subsidiam
analises a favor da conservacao dos recursos hidricos.

A partir do estudo realizado, foi possivel representar fenbmenos ambientais
complexos, como fluxo subterraneo e o transporte de poluentes de aquiferos, baseado na
equacao diferencial parcial da difusao, com estudos tedricos e resolugdes analiticas.

A resolugdo numérica do problema possibilitou a construcdo de solugdes
aproximadas com simulagdes computacionais e favoreceu o teste de diferentes parametros,
de fomento a anélise do modelo, dentro de um contexto de estudo e discussdes sobre
impacto ambiental. Essas simulagdes também possibilitaram comparacgdes entre a solugao
analitica e numérica. Também foi possivel verificar, por meio dessas simulagbes, o
comportamento da difusdo, simétrica em torno do ponto de aplicacédo da fonte, como
previsto pela natureza da equacao e da condicao inicial.
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MATHEMATICAL MODEL FOR STUDIES OF CONTAMINATION IN AQUATIC SYSTEMS

Abstract: This work aims to study a mathematical model focused on analyzing hydraulic
heads in groundwater aquifers, using numerical methods to obtain approximate solutions.
The proposed model is based on the combination of Darcy's Law, which describes water
flow through porous media, and the continuity equation, applied to the analysis of fluid
velocity in flow regions. Once the model is established, both an analytical solution and a
numerical approach using the Finite Difference Method are proposed. Finally, the model is
implemented computationally through the development of simulation codes, followed by an
analysis of the obtained results.

Keywords: mathematical modeling, water resources pollution, aquifers and numerical
methods.
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