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Resumo: O presente trabalho trata do desenvolvimento e da divulgag¢do de uma ferramenta
computacional desenvolvida em linguagem de programacdo Python, destinada ao ensino da andlise
ndo linear de estruturas reticuladas, particularmente aplicada ao estudo de estruturas trelicadas
tridimensionais. A formulacdo numérica utilizada é baseada no mapeamento dos pontos nodais da
estrutura (formulag¢do posicional do método dos elementos finitos) e sdo utilizados no
desenvolvimento as bibliotecas NumPy, Matplotlib e Pandas do Python 3. Os arquivos de entrada e
saida trabalham com a extensdo .xIsx e utilizam a estrutura DataFrame da biblioteca Pandas. Sdo
apresentados dois exemplos numéricos (previamente validados) para ilustracdo da potencialidade da
ferramenta desenvolvida.
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FERRAMENTA COMPUTACIONAL VOLTADA AO ENSINO DE ANALISE
NAO LINEAR GEOMETRICA DE ESTRUTURAS TRELICADAS

1 INTRODUGCAO

A analise nado linear geométrica de estruturas é tema relevante em diversas areas
da engenharia (aeroespacial, civil, mecanica, naval, entre outras). Esse tipo de
comportamento ocorre quando o equilibrio na configuragcdo deformada de uma estrutura
altera significativamente as respostas mecanicas e pode estar associado a grandes
deslocamentos/rotagdes e/ou a grandes deformagdes dos materiais constituintes da
estrutura.

Os sistemas estruturais trelicados sao concepgdes de projeto nas quais 0s
componentes estruturais trabalham a tracdo ou a compressdo. Sao os sistemas
estruturais mais simples, mas que dependendo da topologia ou do arranjo estrutural
podem apresentar comportamento complexo, como por exemplo comportamento nao
linear geométrico.

As aplicagbes praticas podem ser encontradas em fuselagens de aeronaves, torres
de linhas de transmissao, estruturas de cobertura de estadios, pontes e passarelas, entre
outras tipologias estruturais projetadas para vencer grandes vaos horizontais ou alcangar
grandes alturas. As trelicas se destacam pelo relativo baixo peso préprio quando
comparadas com outros sistemas estruturais destinados a mesma finalidade.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é a ferramenta numérica mais utilizada

para resolucédo de problemas na Mecanica dos Sélidos. A versao posicional do MEF, com
referéncia em um unico sistema de referéncia Lagrangiano e na descri¢do da cinematica
calculada com base nos pontos nodais dos elementos estruturais, foi originalmente
aplicada em trelicas no trabalho de Greco et al. (2006) para a medida de deformacao de
Biot e seu par energético conjugado (tensdo nominal). Coda (2018) apresentou o
desenvolvimento da formulacdo posicional de trelicas para a medida de deformacgao de
Green e seu par energético conjugado (2° tensor de Piola-Kirchhoff). O presente trabalho
apresenta a aplicagao da formulagao posicional do MEF em trelicas com comportamento
nao linear geométrico para o ensino de engenharia utilizando a linguagem de
programacao Python com suas bibliotecas numérica (NumPy), grafica (Matplotlib) e de
ciéncia de dados (Pandas). Os graficos e animagdes sdo gerados para facilitar a
compreensao do comportamento nao linear das estruturas, essencial para o aprendizado
dos alunos. Assim, ao visualizar a estrutura, por exemplo, pode criar conexdes cerebrais,
entre o conhecimento entendido e o que se estd vendo, contribuindo para que seja
armazenado na memoria de longo prazo.
Ainda mais, considerando que o tema € geralmente abordado de forma introdutéria nos
cursos de graduagao, sendo mais detalhado em cursos de pds-graduacado. A ferramenta
desenvolvida visa preencher essa lacuna, permitindo uma melhor visualizagcédo e
compreensao de fenbmenos complexos.
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REFERENCIAL TEORICO

A formulagdo numérica € baseada no trabalho de Greco e Peixoto (2021),
desenvolvida originalmente para a medida de deformacgao seno-hiperbdlico e adaptada
aqui para a medida de deformacao de Biot.

Os estudos sobre comportamento nao linear geométrico partem da definicdo de
estiramento (1) (Driemeier et al., 2005).

ds
= a5, (1)
em que ds e dS, sao os comprimentos de uma fibra na configuragdo deformada e inicial,

respectivamente. No caso da trelica esses comprimentos correspondem aos
comprimentos dos proprios elementos finitos.

A

O estiramento neutro (1= 1), independentemente da medida de deformacéao
utilizada, sempre corresponde a deformagédo normal nula (¢ = 0). No caso da medida de
deformacéao de Biot tem-se:

e=1-1 (2)

O par energético conjugado de tensao é obtido a partir da energia de deformacéao
especifica (u) de cada um dos elementos finitos, conforme apresentado em Greco e
Peixoto (2021).

s
u= adezf a—dlzf odA
fg 3 PR , 3)

Os pares energéticos de tensao-deformacado devem ser conservativos e, portanto,
o termo o(de/04) deve ser constante e igual a tensdo nominal (oy) medida em ensaios
de laboratério. Assim, pode-se reescrever a equacéao (3) da seguinte forma:

PEAN
u:L aNdA=CL (A—l)dl=6(7—l>l (4)

A1

em que C é um parametro relacionado com as propriedades do material, que no caso
assume valor unitario.

Na literatura cientifica ha diversas formulagdes do MEF que utilizam as posicdes
nodais como incégnitas, publicadas nos trabalhos de Shabana (1997), Bonet et al. (2000)
e Aguiar e Fosdick (2000) e Coda (2003). Sdo formulagdes diferentes entre si. No
presente trabalho, sera utilizada a descricdo cinematica proposta originalmente por Coda
(2003), que parte da parcela elastica da energia de deformagao (U) de um elemento finito
(m) expressa por:

UM (x®) = Agm). l((,m). ue(e(x)) (5)
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em que a € o nd do elemento i é a dlregao do grau de liberdade (DoF) lb, €0
comprimento inicial do elemento, A, € a sec¢ao transversal do elemento na configuragao
indeformada e u, é a energia de deformacgao especifica do elemento.

No caso do elemento de trelica 3D, a energia de deformagédo e a forga interna de
equilibrio ([/;*](™), associada as posigbes nodais em determinada configuragéo
deformada ([x¥](™), estéo relacionadas por:

U™
ayjm) —
1™ = S (6)
Considerando-se as Equacgdes (5) e (6) e aplicando-se a regra da cadeia, tem-se:
(m) m) ;(m aue a[g]m m) ;(m [5](m)
[fx] A( )l( ) 6 ) l( )_ (7)

Alel™ g™ 'a[x;r](m)

Os comprimentos inicial (l((,m)) e final (™) de um elemento finito m sdo calculados com
base nas posi¢cdes das configuragdes inicial (X) e deformada (x) e com base nos nos
inicial ( ') efinal ( ?) de cada elemento finito.

1 = [0 X7 + (3 — XD+ (1 - xD)? ®)

10 =[Gk = xD)? + (33— )2 + O — 237 ©)

A medida de deformacgao de Biot pode ser expressa em funcio das posi¢cdes nodais na
configuragdo deformada, conforme a seguir:

N e I ) 10)
Ly

&

A derivada da medida de deformacgédo em relagao as posi¢des nodais na configuragao
deformada fornece as seguintes expressoes:

oe]™ (= x{)
o™~ i
A |
(£ = Ag™. 0. (—1)e. 2 (" x) (12)

No equilibrio na posicdo deformada ha igualdade entre as forgas externas aplicadas
([F{]) e as forgas internas ([f]) em cada elemento finito.
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[99]™ = [F™ - [F9™ =0 (13)

i

Para resolver o sistema de equagdes nao lineares, apresentado na Equagao (13),
pode-se zerar o vetor dos residuos [g?|, usando o método iterativo de Newton-Raphson,
até que o modulo do vetor dos residuos seja menor que determinada tolerancia numérica
(aqui adotada como 1078).

O vetor das corregdes das posigdes ([Axf*]) é calculado por:

| LoGO] = ~[Hi ][9] (14)

x

a2ui™
~ [0lxe1. 0[]

em que [Hfjf]é a matriz hessiana, y € o n6 e k é a diregao do grau de liberdade.

A matriz hessiana € calculada pela derivada da Equacgéo (7). Aplicando-se a regra da
cadeia tem-se:

[HE]™ = Af™, lff")'(

azue de  Oe ou, 0%e ) _

9 "oxf] alx) " L™ a[].o] 5)

oe s 9% )

— Am) ;(m)
=4y .1 '(Et(g)'a[x?]'a[xm + O-'a[x‘l?‘].a[x],;]

em que E,(e) € o mdédulo de elasticidade longitudinal tangente.

3 METODOLOGIA

A metodologia desenvolvida busca a facilitagdo do entendimento e o refor¢o do
conhecimento. A qual facilita o entendimento do comportamento nao linear geométrico,
tanto para alunos de graduagdo quanto de pos-graduagdo. A visualizagdo do
comportamento estrutural reforca a importancia de compreender fenébmenos complexos,
contribuindo significativamente para a formagdo dos engenheiros. Tornando o
aprendizado mais dindmico, agradavel e efetivo.

Inclusive, corroborando com a importancia da interdisciplinaridade no estudo de
engenharia e formacéao do profissional, visto que a utilizagdo de ferramentas computagdes
auxiliam no trabalho do engenheiro, seja tornando as tarefas mais rapidas e com
resultados ainda mais precisos; auxiliando a comunicacao, diante da possibilidade de
geracdo de elementos visuais detalhados e resultados mais préximos da realidade,
considerando mais parametros que influenciam no problema a ser resolvido. Sendo
assim, é de grande relevancia o uso e desenvolvimento de tais ferramentas.

Portanto, a formulagdo numérica apresentada na se¢ao anterior foi implementada
em linguagem de programacao interpretada Python 3.X (Lutz, 2011), usando as fungdes
de bibliotecas apresentadas no Quadro 1. Também foram utilizadas fungdes da biblioteca
matematica interna do interpretador (biblioteca math) e fun¢des das bibliotecas celluloid e
mpl_toolkits para geragdo de animacdes da estrutura deformada (gravadas no arquivo
anima.gif). As aplicagbes das bibliotecas NumPy e Matplotlib foram baseadas no livro de
Langtangen (2008).
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Quadro 1 — Bibliotecas e componentes utilizadas no cédigo
desenvolvido

Biblioteca NumPy Matplotlib Pandas
.subplot .sort_values
title .to_excel
Métodos - .plot Joc
Jlegend .iloc
.grid
.array
Jinalg '
(submodulo) 2?12:/‘\/3 concat
Fungoes .solve (fungao : : ' |
dentro do .peliuse .read_exce
linalg) -close
Classes ) ) .dataframe
.excelwriter

A versao do cddigo executavel com arquivos de entrada e de saida .txt (com
bibliotecas incluidas) foi gerada a partir do programa PyCharm e disponibilizada na rede
ResearchGate (Greco, 2024). O nome do arquivo de entrada (com extensao .txt) deve ser
digitado na janela de execugédo do codigo. Essa versao mais antiga ndo gera animacéao.
Na versdo mais atual do codigo, que roda no IDLE (Integrated Development and Learning
Environment) disponibilizado por Python Software Foundation (2024), sdo aceitos
arquivos com as seguintes extensdes: .xIsx ou .txt. Como resultado de saida sdo gerados
graficos com a estrutura inicial, grafico com passo (forca ou deslocamento) versus
posicdo de um né especifico, grafico com a estrutura deformada e arquivo de saida em
formato .xIsx. Os graficos gerados com a biblioteca Matplotlib foram configurados para
fecharem automaticamente apés um tempo de 15 segundos, mas o usuario pode fechar o
grafico mais rapidamente simplesmente fechando a janela. E possivel salvar a figura em
formato de arquivo de imagem.

Na Figura 1 é apresentada uma planilha de saida do programa (arquivo_saida.xlIsx)
com as quatro abas de resultados, descritas a seguir:

- Dados de processamento: com informagdes sobre o passo, numero de iteragdes e
evolucdo da norma do vetor dos residuos;

- Estrutura deformada: com o passo considerado, numeros dos nos, posigdes X, Y e Z
dos nos;

- Grafico: com o passo considerado, N6 considerado para impressao, posicées X, Y e Z
do no especifico considerado;

- Forcas axiais: com o passo considerado, numeros dos elementos, forgas axiais em cada
elemento finito.

Cabe ressaltar que é possivel impor uma frequéncia de geragao de resultados a
partir do arquivo de entrada. Por exemplo, o resultado apresentado na Figura 1 apresenta
os resultados de quatro em quatro passos (Load Step = 4). Optou-se por usar a lingua
inglesa no codigo distribuido na rede ResearchGate para ampliar a difusdo do codigo
desenvolvido.
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Figura 1 — Arquivo de saida em formato .xIsx para o
exemplo do domo treligado em forma de estrela.

A B C D E F
ca | [ | a |

0 - Output file: NORMAL -

1 Load Step 4

2 Element Initial node Final node

1'24830.3268267548155563 '24830.3268267548155563
2124830.4691798058847780 '24830.4691798058847780
3724830.4691798060921428 '24830.4691798060921428
4724830.3268267548155563 24830.3268267548155563

&~

V]

© N oUW
w

6

7 5'24830.4691798063031456 24830.4691798063031456
10 8 6/24830.4691798063031456 24830.4691798063031456
1 9 77-7996.1696973106791120 -7996.1696973106791120
12 10 87-7995.4241902951780503 -7995.4241902951780503
13 11 97-7996.1696973104681092 -7996.1696973104681092
14 12 10-7996.1696973105727011 -7996.1696973105727011
15 13 117-7995.4241902952844612 -7995.4241902952844612
16 14 127-7996.1696973104681092 -7996.1696973104681092
17 15 13/13788.0556827089967555 '13788.0556827089967555
18 16 14713788.1697724021978502 '13788.1697724021978502
19 17 1513787.6051069003970042 '13787.6051069003970042

Dados de processamento | Estrutura deformada | Gréfico | Forcas Axials | (&)

Fonte: Autores. )

4 RESULTADOS

Sao apresentados dois exemplos ilustrativos da literatura cientifica que ja foram

validados em trabalhos prévios do grupo de pesquisa dos autores.

4.1 Domo trelicado em formato de estrela

O domo trelicado em formato de estrela apresentado na Figura 2 foi analisado em
Blandford (1996) e validado para a formulagdo posicional em Greco et al. (2006). A
estrutura tem 24 elementos, 13 nds e uma rigidez axial igual a EAo= 951 kN para todos os
elementos. Para analisar esta estrutura, foi utilizado controle de forca, com 100
incrementos 10 kN aplicados verticalmente para baixo. Na Figura 2 apresentam-se
informagdes sobre a geometria inicial (indeformada) do domo (Figura 2a) e o destaque do

arquivo de entrada com as posig¢des dos nos (Figura 2b).

Figura 2 — Geometria do domo treligado em formato
de estrela: (a) perspectiva; (b) arquivo de entrada.

A B c
20 No Coord X Coord.Y
21 1 43,30 0.0
22 2 0.0 0.0
23 3 433 0.0
24 4 433 0.0
25 5 0.0 0.0
26 6 433 0.0
27 i 250 6,216
28 8 12,50 6,216
29 9 -125 6,216
30 10 25.0 6,216
31 1 -125 6,216
32 12 12,50 6,216
33 13 0.0 8,216

(b) *

Fonte: Autores.

Na Figura 3 apresenta-se o grafico de resultado da forga vertical aplicada versus as
posicbes nodais do né central (n6 13). Observa-se que ha forte nao linearidade
geométrica na resposta da posi¢ao vertical (grau de liberdade DoF_Y). O nd n&o sofre
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deslocamentos laterais (DoF_X e DoF_Z), conforme era esperado devido a simetria em
faixa radial da estrutura. A resposta comega com um salto de deslocamento da estrutura e
evolui no gréafico de baixo para cima e da direita para a esquerda.

. .5 Realizagdo

Figura 3 — Grafico de resultado da forga versus
posi¢des nodais vertical no né central.

100

80

60

40

20
—— DoF_X
— DoF_Y
—— DoF_zZ

0

T T T T T T T T T
—40 —35 —30 —25 —20 —15 =10 =5 o

Fonte: Autores.

Na Figura 4 apresenta-se a geometria final deformada do domo. Observa-se que
se trata de um exemplo de nao linearidade geométrica extremo, no qual a concavidade do
domo ¢ invertida e as barras, que nos passos iniciais da analise eram comprimidas,
passaram a trabalhar em regime de tragdo apds o salto de deslocamento completo da
estrutura (snap-through). Os pontos azuis ilustrados na figura representam as posi¢des
iniciais dos nés na configuragéo indeformada e os tridngulos representam os apoios.

Figura 4 — Geometria deformada final do domo
trelicado em formato de estrela.

Fonte: Autores.

4.2 Viga trelicada
A viga treligada apresentada na Figura 5 foi analisada em Noor e Peters (1980) e
validada para a formulagao posicional em Ferreira (2009). A estrutura tem 76 elementos,
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28 nos. A estrutura tem comprimento total de 12m, sendo construida por modulos
trelicados de 2m x 2m x 1,5m (comprimento x largura x altura). As areas das sec¢des
transversais sao apresentadas na Tabela 1. O mdodulo de elasticidade longitudinal é igual
a E = 71,7 GPa. Para analisar esta estrutura, foi utilizado controle de forga, com 2000
incrementos 50N aplicados verticalmente de cima para baixo em quatro nds da estrutura.

Na Figura 5 apresentam-se informagcdes sobre a geometria inicial (indeformada) da
estrutura e o destaque do n6 1 a ser impresso nos resultados.

Tabela 1 — Areas das secdes transversais dos elementos.
Elemento Longitudinal Transversal Diagonal
Area [m?] 0,8 x10™ 0,6 x10™ 0,4 x10™

Fonte: Autores.

Figura 5 — Geometria inicial da viga trelicada.

4 -6

Fonte: Autores.

Na Figura 6 apresenta-se o grafico de resultado da forga vertical aplicada versus as
posi¢cdes nodais do né 1 (um dos nds de aplicagéo de forga). Observa-se que ha uma leve
ocorréncia de nao linearidade geométrica na resposta da posi¢cao vertical (grau de
liberdade DoF_Y). O n6 n&o sofre deslocamentos laterais na dire¢do longitudinal (DoF_X),
conforme era esperado devido a simetria da estrutura, no entanto, ha inicio de perda de
estabilidade lateral da estrutura com inicio de deslocamento transversal (DoF_Z) no final
da analise (passo 2000 = forga total de 4x 100 kN). Esse ponto de carregamento esta na
iminéncia da carga critica de perda de estabilidade por bifurcacdo na estrutura. A partir
desse ponto na andlise a estrutura perde sua estabilidade ou segue sua trajetéria de
solugado fundamental (que é apenas teorica). Novamente, a interpretacdo da evolugéo do
comportamento estrutural no grafico deve ser feita de baixo para cima.

Figura 6 — Grafico de resultado da forga versus
posicdes nodais vertical no n6 1.
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20001
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1500 -
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1000 1
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Fonte: Autores.

Na Figura 7 apresenta-se a geometria final deformada da viga trelicada. Observa-
se que se trata de um exemplo de nao linearidade geométrica na iminéncia da ocorréncia
de instabilidade por bifurcagdo. Os pontos azuis ilustrados na figura representam as
posicdes iniciais dos nds, na configuragdo indeformada e os triangulos representam os
apoios.

Figura 7 — Geometria deformada final da viga
trelicada.

4 5 -6

Fonte: Autores.

5 CONCLUSOES

A abordagem apresentada no artigo destaca a importancia de ferramentas
computacionais no ensino de topicos avangados de engenharia, proporcionando um
aprendizado mais intuitivo e visual dos conceitos tedricos complexos.

Durante os cursos de graduagdo em engenharia no Brasil o tema da n&o
linearidade é, geralmente, abordado de maneira introdutéria. O comportamento nao linear
material, envolvendo plastificagcdo, dano, fratura e/ou viscoelasticidade, €& mais
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contemplado em cursos de engenharia mecanica e civil. Na engenharia mecanica faz-se
importante o estudo de outra fonte de ndo linearidade, associada ao contato. No entanto,
pode-se afirmar que a fonte de nao linearidade mais relacionada com a instabilidade
estrutural e ao mesmo tempo com ganho de rigidez em sistemas estruturais, que € a néo
linearidade geométrica, tem tido pouca atengéo nos curriculos dos cursos de graduagao.
Por se tratar de um tema complexo, que pode ser associado a outras fontes de nao
linearidade, o tema acaba sendo objeto de estudo de cursos de pds-graduagéao,
relacionados com as areas de Mecanica dos Solidos e de Estruturas. Na area das
engenharias aeroespacial e aeronautica o tema da nao linearidade geométrica é
fundamental, mas os conteudos amplos desses cursos acabam restringindo a oferta de
disciplinas especificas sobre o tema.

Outra dificuldade para lecionar o tema é que ha poucas solugdes analiticas
disponiveis para tratar problemas com comportamento nao linear geométrico, geralmente
destinadas a resolver problemas muito simples e de pouco interesse pratico. Nesse
contexto, o presente trabalho busca apresentar e disponibilizar uma ferramenta
computacional para resolugéo de treligas 3D com comportamento nédo linear geométrico;
que possibilite a visualizacdo do comportamento estrutural diante desse tipo de
fendmeno.

Nesse sentido, os autores consideram que o objetivo do trabalho tenha sido
atingido, ou seja, facilitar o entendimento do comportamento n&o linear geométrico por
meio de ferramenta computacional educativa. Tanto para alunos de graduagédo quanto
para alunos de pos-graduagédo, esse tipo de ferramenta faz-se importante. A
exemplificacdo visual do comportamento estrutural facilita o entendimento e reforca a
importadncia do entendimento de fenbmenos complexos como o da n&o linearidade
geométrica.
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COMPUTATIONAL TOOL FOR TEACHING GEOMETRIC NON-LINEAR ANALYSIS OF
TRUSS STRUCTURES

Abstract: The present work deals with the development and the dissemination of a
computational tool developed in the Python programming language, aimed at teaching the
nonlinear analysis of truss structures, particularly applied to the study of three-dimensional
truss structures. The numerical formulation used is based on the mapping of nodal points
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of the structure (positional formulation of the finite element method) and the Python 3
NumPy, Matplotlib and Pandas libraries are used in the development. The input and output
files work with the .xIsx extension and use the DataFrame structure from the Pandas
library. Two previously validated numerical examples are presented to illustrate the

potential of the developed tool.

Keywords: nonlinear analysis, trusses, Python, finite elements, positional formulation.
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