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Resumo: A disciplina de Sistemas Lineares nos cursos de graduacdo em Engenharia
posiciona-se entre as disciplinas da Matematica (Calculo | a IV e EquacGes Diferenciais) e
as disciplinas profissionalizantes de Controle. O objetivo da disciplina é apresentar 0s
sistemas lineares e familiarizar o aluno com as ferramentas matematicas pertinentes. O
comportamento do sistema linear é representado através da equacdo diferencial linear de
coeficientes constantes. A solucdo deste tipo de equacéo diferencial ordinaria € necessaria
para o aluno entender o comportamento do sistema linear. O uso de um objeto de
aprendizagem dedicado a solucdo da equacdo diferencial linear de coeficientes constantes
vem a facilitar e agilizar o processo ensino-aprendizagem da disciplina. Os conhecimentos e
as ferramentas matematicas apresentadas na disciplina serdo necessarios nas disciplinas
subsequentes da matriz curricular. Este trabalho apresenta os topicos pertinentes ao sistema
linear representado pela equacédo diferencial linear de coeficientes constantes, seguido pelo
objeto de aprendizagem desenvolvido para auxiliar nas atividades didatico-pedagogicas da
disciplina.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Equacdo Diferencial Linear de Coeficientes Constantes,
Objeto de Aprendizagem.
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1. INTRODUCAO

O entendimento de conceitos basicos de sistemas lineares é fundamental para um bom
desempenho académico na graduagdo em engenharia. Na disciplina de sistemas lineares
observa-se a dificuldade dos alunos em trabalhar com desenvoltura os conceitos, a aplicacgéo,
0s modelos matematicos e a compreensao do que esta ocorrendo. Este trabalho desenvolveu
um objeto de aprendizagem para auxiliar especificamente na solucdo de equacdes diferencias
lineares de coeficientes constantes, amplamente utilizada em sistemas lineares. Inicialmente
sdo apresentados 0s conceitos e propriedades de sistemas lineares, sequido pelo modelo de
equacdo diferencial linear e o procedimento classico de solugdo. Uma situacéo didatica real é
apresentada através de um circuito RLC série. E detalhado o objeto de aprendizagem
desenvolvido e sdo apresentadas situacdes exemplo, finalizando com comentarios finais.

2. SISTEMA LINEAR

Os sistemas lineares invariantes no tempo sdo uma importante classe de sistemas, que
embasam grande parte dos estudos de Engenharia.

Abordando a area elétrica, os estudos de sistemas lineares iniciam com as disciplinas
de Fisica Ill, Circuitos Elétricos, Sinais e Sistemas de tempo continuo e de tempo discreto e
continuam com as disciplinas de Controle Continuo e Controle Discreto.

2.1. Sistema Linear Invariante no Tempo
O diagrama do sistema linear invariante no tempo (Linear Time Invariant System) com
uma entrada e uma saida (single input — single output — SISO) € apresentado pela figura 1.

entrada x(t) Sistema Linear saida y(t)
—= Invariante
no Tempo

Figura 1 — Diagrama de um sistema LIT SISO de tempo continuo.

A importancia do estudo de sistemas lineares invariantes no tempo é devido as suas
propriedades de linearidade e invariancia no tempo.

2.2. Propriedade de Linearidade
A propriedade de linearidade permite que diversas analises sejam superpostas, pois 0
principio da superposicao € valido para estes sistemas.
Na figura 2, se for aplicado um sinal x1(t), o sistema respondera com um sinal y1(t) .
Se este sinal for ponderado por um valor a, a resposta do sistema também serd ponderada
por este valor. Se for realizada uma combinacdo linear de sinais de entrada, a saida serad a
combinacao linear dos correspondentes sinais de saida.
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entrada x(t) Sistema Linear saida y()
- Invariante
XY no Tempo Vit
a.xi(t) a.y1(t
x2(Y) y2(t)
b.x2(1) b.y2(t)
ax1(t)+h.x2(t) a.y1()+b.y2(t)

Figura 2 — Propriedade de Linearidade de um sistema LIT SISO de tempo continuo.

2.3. Propriedade de Invariancia no Tempo

A propriedade de invariancia no tempo é detalhada pela figura 3. Se um sinal x(t) for
aplicado no sistema no instante de tempo tl1, o sistema respondera neste instante t1 com a
resposta y(tl). Se este mesmo sinal for aplicado em outro instante de tempo, o sistema
respondera da mesma forma no tempo correspondente.

A propriedade de invaridncia no tempo determina que o sistema sempre apresentara a
mesma resposta para um determinado sinal de entrada, independente do tempo em que sera
aplicado o sinal na entrada do sistema.

Este comportamento invariante de resposta do sistema € uma propriedade importante,
que junto com a a propriedade da linearidade caracterizam esta classe de sistemas..

entrada x(t) Sistema Linear saida y(t)
—_— Invariante
T
X(t1) flo Tempo y(t1)
x(t1+delta) y(t1+delta)

Figura 3 — Propriedade de Invariancia no tempo de um sistema LIT SISO de tempo continuo.

2.4. Representacfes no tempo de Sistemas LIT
Os sistemas LIT podem ser representados de quatro formas (Haykin e Veen, 2001).
Cada forma de representacdo possui suas particularidades e facilidades.
As formas de representacdo de sistemas LIT sdo:
- resposta ao impulso;
- equac0es diferenciais;
- diagramas de blocos;
- espaco de estados.
Todas estas formas de representacdo de comportamento de sistemas estdo diretamente
ligadas a equacdo diferencial linear de coeficientes constantes, pois sdo formas diferentes de
representar 0 mesmo sistema LIT.
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Resposta ao Impulso

Ao aplicar um impulso unitario (delta de Dirac) como entrada do sistema LIT, este
apresentara na saida o correspondente a esta entrada, sendo denominada de resposta do
sistema ao impulso unitario.

O sinal impulso unitario ndo pode ser aplicado a equacdo diferencial do sistema pois o
impulso unitéario ndo é funcdo matematica, € uma distribuicéo, e ndo pode ser derivada.

Equacéo Diferencial

A equacdo diferencial é a principal forma de representacdo do sistema linear invariante
no tempo. Devido a propriedade de linearidade, a equagdo diferencial sera do tipo linear, e
devido a invariancia no tempo, os coeficientes da equacéo diferencial serdo constantes e reais.

O sistema LIT serd representado atraveés de uma equacdo diferencial linear de
coeficientes constantes e reais.

Diagrama de Blocos

O sistema LIT pode ser representado por diagrama de blocos.

Partindo da equacdo diferencial linear de coeficientes constantes, isola-se a variavel de
saida e representa-se uma combinacdo de sinais de entrada e uma combinacdo de sinais de
saida. Prefere-se primeiro transformar a equacdo diferencial em equacdo integral e
implementar o diagrama com blocos integradores, ao invés de blocos diferenciadores. Os
blocos diferenciadores apresentam a caracteristica de “amplificar” os ruidos. A
implementacdo do sistema com blocos integradores é uma topologia que apresenta menos
ruidos na saida.

A representacdo do diagrama de blocos como um bloco de combinagdes de entradas
seguido por um bloco de combinacgdes de saida é denominado de Forma Direta I.

Espaco de Estados

A representacdo do sistema LIT em espaco de estados consiste na transformacéo da
equacao diferencial linear de coeficientes constantes de ordem N em um sistema de equacdes
com N equacdes diferenciais lineares de coeficientes constantes de ordem 1. Este sistema de
equacOes com N equacdes diferenciais de ordem um é representado na forma matricial.

De forma geral, esta representacdo é utilizada em disciplinas avancadas de Controle, e
além de representar sistemas SISO permite representar sistemas de mdaltiplas entradas e
multiplas saidas (multiple input — multiple output — MIMO).

3. SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DIFERENCIAL LINEAR DE
COEFICIENTES CONSTANTES

A equacdo diferencial linear de coeficientes constantes, apresentada pela equacéo 1, é
uma equacéo diferencial ordinéria (EDO) tendo solugéo analitica pelo método classico e pela
transformada de Laplace (Zill e Cullen (2009), Simmons e Krantz (2008)). Este artigo esta
restrito a solucéo cléssica da EDO.

N d t M d t
Z y() Z X()

k=0 =0

1)
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Onde y(t) é a variavel de saida do sistema, a variavel x(t) é a variavel de entrada do
sistema, os coeficientes ax e by séo coeficientes constantes e reais.

Como a equacdo diferencial é de um sistema que apresenta a propriedade de
linearidade, esta equacdo também pode ser resolvida por superposicéo, facilitando o processo
de resolucdo, e depois combinando-se os resultados. Desta forma, separa-se a equagdo
diferencial em equacdo homogénea e equacdo ndo homogénea, resolve-se as equacgdes em
separado, e depois de resolvidas, adicionam-se as respostas.

3.1. Solucdo da Equacdo Homogénea

A equacdo homogénea € calculada para a entrada nula, contendo apenas termos no
lado esquerdo da equacéo diferencial, conforme apresenta a equagéo 2.

S d“yt)
kz:(‘;ak. o =0 (2)

No sistema LIT da figura 3, esta forma corresponde a resolver o sistema com as
condigdes iniciais do sistema e com entrada nula. As condicdes iniciais representam a energia
armazenada no sistema. A solucdo da equacdo ndo homogénea representa a forma como o
sistema dissipa esta energia, sendo uma forma transitoria assintotica a zero.

Equacdo Caracteristica e Forma Caracteristica de Resposta do Sistema LIT

Da equacdo homogénea representa-se a equacdo caracteristica, sendo representada
pela equacdo 3, de forma reduzida e de forma expandida.Observa-se que a equacao
caracteristica € um polinbmio de ordem N, possuindo N raizes. Para cada tipo de raiz o
sistema responde de forma peculiar, como apresenta a tabela 1.

(3)

ayr"+a,, r"t++a,r’+ar+a, =0

Tabela 1 — Comportamento caracteristico de resposta do sistema em funcéo das raizes da
equacdo caracteristica (autovalores do sistema).

. . L. Forma caracteristica
Raizes da equacdo caracteristica .
de resposta do sistema
Raizes reais distintas (rl # r2) (;lerlt +C zer2t
Raizes reais multiplas (rl1 = r2) C,(t°)e™ +C,(t") e™
Raizes complexas conjugadas (r1,2 = a  jb) e*.(C,.cos(bt) +C, .sen(bt))

A componente real das raizes da equacdo caracteristica deve ser negativa, para que as
exponenciais sejam decrescentes, e o sistema seja estavel.
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Para raizes reais distintas a forma caracteristica de resposta do sistema sdo
exponenciais, para raizes reais maltiplas tem-se o termo t" multiplicando as exponenciais, e
para raizes complexas conjugadas a exponencial € oscilatdria, ou a oscilacdo € amortecida.

A resposta caracteristica do sistema é uma combinacdo dos comportamentos
apresentados na tabela 1, de acordo com os tipos de raizes da equagdo caracteristica
(autovalores do sistema).

Qualquer comportamento transitério do sistema LIT € representado pela forma
caracteristica de resposta. A forma caracteristica de resposta do sistema LIT serd utilizada
duas vezes durante a solucdo da equacao diferencial: na solucdo da equacdo homogénea e na
solucéo da equacdo ndo homogénea.

Resposta Natural do Sistema LIT

A resposta natural do sistema ( y,(t) ) € a forma como o sistema LIT dissipa a energia
armazenada. Desta forma, a resposta natural do sistema € a resposta caracteristica do sistema
resolvida para as condicdes iniciais de saida. E essa resposta natural, em sistemas estaveis, é
uma resposta transitoria assintotica a zero.

3.2. Solucédo da Equacdo Nao Homogénea

A equacao ndo homogénea € apresentada pela equacao 4.

> a, d Y(t) Z d X(t) (@)

k=0 =0

A solucdo da equacdo ndo homogénea representa 0 comportamento do sistema LIT
para um sinal de entrada, considerando-se o sistema sem energia (condicdes iniciais nulas).
Desta forma, a solucdo representa uma resposta em regime permanente e uma resposta em
regime transitério. Esta solucdo denomina-se resposta forcada.

Resposta Forcada

A resposta forcada é a resposta do sistema LIT para um sinal de entrada,
considerando-se que o sistema ndo possui energia armazenada (condigdes iniciais de energia
nulas). A resposta forcada possui duas componentes, a componente de regime permanente e a
componente de regime transitorio, como apresenta a equacao 5.

yi@O=y,O+y.® ()

Resposta Particular (yp(t))

A componente de regime permanente do sistema LIT possui a mesma forma do sinal
de entrada e das suas derivadas que se facam necessarias na solugdo. A tabela 2 apresenta 0s
principais sinais utilizados na analise de sistemas LIT e a forma da resposta particular do
sistema.

Os sinais mais utilizados como sinais de entrada de um sistema LIT sdo: o degrau
unitario (u(t)), gerando a denominada resposta ao degrau unitario; a exponencial decrescente,
e 0s sinais seno ou co-seno ou combinagéo deles.



O sinal degrau unitario possui a sua importancia por permitir medir os tempos de
resposta do sistema, e porque a resposta ao impulso pode ser obtida da derivada da resposta
ao degrau.

Os sinais exponencial, seno, co-seno e as combinagdes entre eles sdo muito utilizados
por pertencerem a classe C”.

Tabela 2 — Comportamento da resposta particular do sistema LIT em funcéo do sinal de

entrada.
Sinal de entrada Comportamento p_artlcular de
resposta do sistema.
u(t) k.u(t)
e u(t) k. e2tu(t)

cos(t).u(t), ou sen(t).u(t)
ou [A.cos(t).+ B.sen(t)]u(t)

0 dktn
t"u(), n>0 (Zak o j.u(t), n=0
k=n

[K1.cos(t).+k2.sen(t)] u(t)

Resposta Transitoria (y:(t))

A componente de regime transitério é o segundo uso da forma caracteristica de
resposta do sistema LIT. A componente transitdria aparece como uma perturbacéo transitoria
no sistema devido a mudanca do sinal de entrada. Qualquer alteracdo do comportamento do
sinal de entrada gera esta componente transitoria.

A resposta transitdria é a segunda apari¢do da forma natural de resposta do sistema,
resolvida as constantes para este contexto.

Apos resolvida a resposta particular, inclui-se a forma natural de resposta do sistema
na resposta forcada e resolve-se os coeficientes restantes, como apresentado pela equacéo 4.

3.3. Solucdo Completa da Equacao Diferencial

A solucdo completa da equacdo diferencial do sistema LIT é a superposicdo da
resposta da equacdo homogénea e da resposta da equacdo ndo homogénea, como representada
pela figura 2. A equacdo 6 apresenta a resposta completa do sistema LIT.

Y. ®=Yy,O+y:(® (6)

4. EXEMPLO DE SISTEMA LINEAR INVARIANTE NO TEMPO

Esta secdo exemplifica um sistema LIT a ser utilizado no objeto de aprendizagem de
sistemas lineares.

A figura 4 apresenta um exemplo didatico classico de sistema linear representado por
um circuito elétrico com componentes eletronicos passivos (resistor, indutor e capacitor).
(Dorf e Svoboda (2003), Haykin e Veen (2001), Dorf e Bishop (2012)).



/ R L C \
x\(r) ﬁ(t) — /y(f)

Figura 4 — Circuito elétrico passivo com resistor, indutor e capacitor para exemplificar um
SLIT de tempo continuo.

4.1. Determinando a Equacéo Diferencial Linear

A equacdo 7 representa a equacdo de tensdo de malha em funcéo da corrente i(t) e a
equacdo 8 representa a tensdo de saida em funcdo da corrente.

X(t) = Ri(t) + L.% +y(@) )
y) =é£i(t)dt ®)

Realizando operagcbes matematicas entre as equacGes 7 e 8 obtém-se a equacao
diferencial do sistema apresentada pela equacdo 9. Observa-se que a equacdo é diferencial
linear de coeficientes constantes. A equacdo diferencial envolve apenas as varidveis de
entrada e de saida e as derivadas da variavel de saida. Os coeficientes da equacdo diferencial
séo produtos dos valores dos componentes do sistema: resistor (R em Ohms), indutor (L em
Henrys) e capacitor (C em Farads).

d’y() dy(t) _
LC o2 +RC ot + y(t) = x(t) 9)

A equacdo diferencial deste sistema exemplo é de ordem 2 (N = 2).
Os componentes do sistema (R, L e C) possuem valores positivos nao nulos,
resultando em uma equacao diferencial linear de coeficientes constantes reais e positivos.

4.2. Analisando a Forma Caracteristica de Resposta do Sistema

Dependendo dos valores dos componentes do sistema determinam-se 0s tipos de raizes
da equacdo -caracteristica. Analisando a equagdo 9 escreve-se a seguinte equacao
caracteristica, representada pela equagéo 10.

LC.r2+RC.r+1=0 (10)

Analisando as raizes da equacao 10:
Se R°C > 4L aequacdo caracteristica teré raizes reais distintas (r1 # r2);
Se R’C = 4L aequagdo caracteristica tera raizes reais iguais (rl = r2);
Se R°C < 4L aequacdo caracteristica tera raizes complexas conjugadas.



O tipo de raiz da equacdo caracteristica determina a forma caracteristica de resposta do
sistema, de acordo com a tabela 1.
E seguem os passos para a solucdo completa da equacao diferencial.

S. OBJETO DE APRENDIZAGEM

O requisito inicial para a elaboracdo do objeto de aprendizagem foi tornar o uso do
objeto pelo aluno o mais intuito e iterativo possivel, para que ndo sejam despendidos esforcos
no entendimento do funcionamento e na sua utilizagdo.

Foi tomado o cuidado de apresentar o relatdrio com as etapas de resolucédo da equagéo
diferencial linear o mais detalhado possivel, para facilitar o entendimento dos resultados e a
compreensdo do comportamento do sistema linear para este contexto.

O objeto de aprendizagem para sistemas lineares foi desenvolvido para resolver a
equacdo diferencial linear de coeficientes constantes, considerando as condi¢fes iniciais de
energia do sistema e o sinal de entrada. A tela do objeto é apresentada pela figura 5.

Ml UTFPR - EDILCE - Sinais e Sistemas
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_ Equacao Diferencial de Coeficientes Constantes

o e Y ' U /U sn 7 O Y (9
—Condicoes Iniciais
_ Sinal de Entrada - x(t)

ANET ) cos@t)  sin@ 1)
4 N
\_ /

Figura 5 — Objeto de aprendizagem para sistemas lineares com a solugéo de equagao
diferencial linear de coeficientes constantes.

Em uma unica tela, de forma intuitiva, o usuario vai entrando com os coeficientes da
equacdo diferencial linear. Ao validar os dados (os valores dos coeficientes da equagéo
diferencial), o objeto verifica a ordem da equacdo e apresenta a entrada para as condi¢fes
iniciais em numero igual a ordem do sistema. Em seguida o usuario seleciona o sinal de
entrada, e é entdo apresentado o relatorio com as etapas de solucéo da equacéo diferencial.
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O objeto de aprendizagem foi elaborado para atender as seguintes necessidades de
sistemas lineares:

- O aluno poder verificar rapidamente as suas solucfes de equacdes diferenciais apos
realizar o estudo da forma classica de solucdo da equacdo diferencial linear
aplicada a sistemas reais;

- Agilizar os estudos dos alunos de sistemas lineares onde seja necessario uma maior
compreensdo e o entendimento mais aprofundado do comportamento do sistema,
levando em consideragdo as raizes da equacdo caracteristica (autovalores do
sistema), as condicdes iniciais de energia do sistema e o sinal de entrada aplicado
ao sistema linear.

6. EXEMPLOS DE USO DO OBJETO DE APRENDIZAGEM

Séo apresentados exemplos de uso do objeto de aprendizagem, para sistemas de ordem
dois em duas situacdes de raizes da equacdo caracteristica: duas raizes reais distintas e raizes
complexas conjugadas.

A figura 6 apresenta a situacdo de uso do objeto de aprendizagem com duas raizes
reais distintas e a parte inicial do relatério detalhado de solucdo da equacdo diferencial.

Bl UTFPR - EDILCE - Sinais e Sistemas E]‘: @
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Equacao Diferencial de Coeficientes Constantes

= N o Y s L Y s PO I s O

—Condicgoes Iniciais
YO g SUOM: —

dt
_ Sinal de Entrada - x(t)
u(t) (A i) cos(@™ 1) sin(l@C___t)

\

/Equot;c"xo Diferencial:
1.00000*y"(t) + 3.00000*y'(t) + 1.00000*y(t) = 1.00000*e ~(-1.00000*t)

Raizes da Equagdo Caracteristica:
rl=-03820 r2=-26180

Forma Natural de Resposta:

ylt) = C1*e~-0.382 t) + C2*e”-2.618 1)
Resposta ao Sinal:

ylt) = -1.0000 e”(-1.000 t)

Constantes:
\Cl=—2.512,C2=1.512 ol

Figura 6 — Objeto de aprendizagem com dados do sistema e relatério detalhado da solucdo da
equacdo diferencial para as condi¢es iniciais e de sinal de entrada especificadas.

A figura 7 apresenta a situacdo de uso do objeto de aprendizagem com raizes
complexas conjugadas e a parte inicial do relatorio de solucdo da equacdo diferencial.
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Equacao Diferencial de Coeficientes Constantes

3 3 2
(e VY 5 VY s 1Y s B I s O
—Condicoes Iniciais

YO g 4O g

: It

_Sinal de Entrada - x(t)

M@ Jt) cos@@ Jt)  sin(@ 1)
(Equcgﬁo Diferencial: A

1.00000*y"(t) + 1.00000*y'(t) + 1.00000*y(t) = 1.00000*uft)

Raizes da Equagdo Caracteristica:

rl =-0.5000 + 0.8660] r2 =-0.5000 -0.8660j

Forma Natural de Resposta:

ylt) = e-0.500 t) * [ C1*cos(0.866 t) + C2*sen(0.866 1) ]

Resposta ao Sinal:

ylt) = 1.0000 uft)

Constantes:
\Cl =-3.000,C2 =-5.196 o

Figura 7 — Objeto de aprendizagem com dados do sistema e relatério detalhado da solucéo da
equacdo diferencial para as condicdes iniciais e de sinal de entrada especificadas.

7. CONSIDERACOES FINAIS

A versdo atual do objeto de aprendizagem limita-se a sistemas até terceira ordem, mas
atende as premissas iniciais de uso intuitivo e iterativo para a compreensdo do comportamento
de sistemas lineares. Espera-se que com 0 uso intensivo por parte dos alunos o objeto de
aprendizagem gere 0s seguintes resultados:

- Servir como ferramenta tecnolégica para auxiliar nos estudos de sistemas lineares;
- Acelerar o aprendizado de sistemas lineares;

- Aumentar a compreensdo do comportamento de sistemas lineares;

- Aumentar o nivel de abstracdo das aulas.

O uso do objeto de aprendizagem na disciplina de sistemas lineares permitira
identificar os pontos positivos e negativos, e atuar nas novas versées de modo a melhorar o0s
resultados. Com o uso intercalado e bem dosado de tecnologias e recursos didaticos espera-se
manter um nivel elevado de motivacdo e interesse pelos estudos na disciplina de sistemas
lineares.
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LEARNING OBJECT IN LINEAR SYSTEMS

Abstract: The course of Linear Systems in Engineering undergraduate is between the courses
of Mathematics (Calculus I to 1V and Differential Equations) and the courses of Control. The
purpose of this course is to introduce the linear systems and familiarize the student with the
main mathematical tools. The behavior of linear systems is described by a linear differential
equation with constant coefficients. The solution of this kind of ordinary differential equation
is required for the student to understand the behavior of the linear system. The use of a
learning object for the solution of linear differential equation with constant coefficients is
meant to facilitate and streamline the teaching-learning process. The knowledge and
mathematical tools presented in the course will be required in subsequent courses of the
curriculum. This paper presents the topics of linear system represented by the linear
differential equation with constant coefficients, followed by learning object developed to
assist in the teaching activities of the course.

Key-words: Linear Systems, Linear Differential Equation with Constant Coefficients,
Learning Object.



