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Resumo: Este trabalho apresenta uma proposta de metodologia para o ensino-aprendizagem
de dinamica dos fluidos computacional baseada na aplicacdo do método numeérico
lagrangiano sem malhas SPH como uma alternativa aos tradicionais métodos eulerianos com
uso de malhas. Apesar de poucas décadas de uso, 0 SPH apresenta vantagens de aplicacédo
na solucdo numérica de problemas classicos estudados nos cursos de engenharia, por
permitir uma melhor visualizagdo da evolugdo espago-temporal do escoamento (e das
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propriedades do fluido), um menor custo computacional no estudo de geometrias complexas e
a obtencdo de solugdes numéricas estaveis. Foram obtidos resultados para dois problemas
classicos de engenharia: a quebra da barragem e um fluido incompressivel, em repouso, no
interior de um reservatério. Os estudos comprovaram que a abordagem lagrangiana,
atualmente pouco utilizada na graduacdo de engenharia no Brasil, pode facilitar o
entendimento fisico dos problemas estudados nos cursos de dinamica dos fluidos
computacional.

Palavras-chave: dinamica dos fluidos computacional, método langrangiano SPH, educacao
em engenharia.

1. INTRODUCAO

A visdo euleriana €, historicamente, a mais utilizada na modelagem dos problemas fisicos
que envolvem fluidos. Esta modelagem requer o uso de métodos numéricos — método das
diferencas finitas (MDF), método dos volumes finitos (MVF) e método dos elementos finitos
(MEF) — que empregam grades ou malhas para a solucdo das formulacdes diferenciais ou
integrais (Liu & Liu, 2010). Baseado em uma malha adequadamente pré-definida, as equacdes
governantes podem ser convertidas em um conjunto de equacgdes algébricas, com incognitas
nodais para as variaveis de campo. Porém, esses métodos eulerianos apresentam limitacdes
para aplicacGes em varios tipos de problemas complexos.

As maiores dificuldades provenientes do uso de malhas consistem no fato de que se deve
sempre garantir a consisténcia. O uso da malha pode levar a varias dificuldades ao se tratar
com problemas de escoamentos de fluidos que apresentem superficie livre, interfaces mveis,
geometrias complexas ou mudancas topoldgicas. Caso estas caracteristicas existam, a geracdo
de uma malha, pré-requisito para a simulacdo numérica de qualidade, torna-se um processo
dificil, demorado e caro.

A modelagem lagrangiana baseia-se na hipdtese de que o dominio do problema pode ser
dividido em pequenas parcelas que ndo interagem umas com outras. O volume € dividido em
um conjunto discreto de particulas de massas definidas (elementos lagrangianos). Cada
particula recebe as coordenadas que definem sua posi¢do no espacgo e as propriedades fisicas
de cada elemento lagrangiano séo encontradas a cada instante de tempo definido.

O modelo lagrangiano de particulas ndo emprega malhas (meshless) e tem sido uma
alternativa aplicada nas pesquisas, apontando para o emprego de métodos computacionais
mais eficazes para a solugcdo de problemas mais complexos, onde séo fornecidas solugdes
numéricas estaveis e acuradas para equacdes integrais ou equacgdes diferenciais parciais.

Algumas das vantagens do emprego da modelagem lagrangiana em relacdo a euleriana
sdo: simplicidade e menor custo computacional em geometrias complexas, a ndo necessidade
de utilizacdo de malhas, a ndo producdo de oscilagdes numericas, a conservagdo da massa
pelo elemento lagrangiano, além da visualizacdo grafica dos resultados obtidos permitir o
melhor entendimento da evolugdo espago-temporal do escoamento.

Na proxima seccdo sdo apresentados os fundamentos do Método SPH e as aproximacoes
para as Equacdes de Conservacao, governantes do escoamento de um fluido.
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2. PROPOSTA DE USO DO METODO SMOOTHED PARTICLE HYDRODYNAMICS
(SPH) EM CURSOS DE ENGENHARIA

2.1. Fundame ntos Matematicos

O SPH é fundamentado na identidade matematica valida para uma fungéo escalar f(X)
definida e continua em todo o dominio:

FO0 = [ FXO 8K = X)X (1)
onde:
f(X) é a funcdo escalar no ponto fixo, na posicdo X = (x,y) ,
5 (X — X) é a funcéo delta de Dirac:

1,paraX =X

X =X ={O,paraX¢ X,

Ao substituir-se o delta de Dirac pela funcdo de suavizacdo W, obtém-se a aproximacao
para a funcéo na posicdo X:

() = j FXOYWX =X, h)dX 02)

onde:
h € o raio de suporte
dX =dx'dy’ éumelemento infinitesimal de &rea.

A esséncia do método SPH consiste em discretizar o dominio Q em um numero finito de
particulas e nestas obter os valores das grandezas de interesse, a partir de interpolagdes
ponderadas dos valores das grandezas nas particulas da vizinhanca. Apenas as particulas
vizinhas, aquelas que se encontram dentro do dominio de influéncia (a uma distdncia maxima
definida kh da particula a considerada), contribuirdo para o comportamento desta. Para que
as solucdes encontradas sejam representativas do dominio do problema, o nimero de
particulas vizinhas dentro do dominio de influéncia, deve ser de 5, 21 e 57 em casos 1D, 2D e
3D, respectivamente (Liu & Liu, 2003).

A Figura 1 apresenta a disposicdo das particulas dentro do dominio de influéncia.
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Figura 1. (a) Representacéo grafica do dominio de influéncia. A particula de referéncia a tem como vizinhas

todas as particulas dentro do dominio. (b) O kernel (W) garante a maior contribuicdo das particulas vizinhas mais
préximas para o valor da grandeza fisica na particu la de referéncia.

A busca de particulas vizinhas pode ser realizada de maneira direta ou com o auxilio de
grids, que conduzem a um menor ndmero de operacGes matematicas e reduzem o custo
computacional (Liu & Liu, 2003; Gesteira et al., 2010). A Figura 2 mostra a busca direta
(todas os pares de particulas "ab" do dominio terdo as distancias calculadas e comparadas
com o valor de kh) e 0o emprego de um grid, que diminui 0 nimero de buscas (apenas as
particulas dentro da regido sombreada serdo objeto da procura, que se limitard a 3, 9 ou 27
células, emcasos 1D, 2D ou 3D, nesta ordem).
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Figura 2. Busca das particulas vizinhas. (a) De forma direta.
(b) Com o emprego de um grid. (Adaptado de Liu & Liu, 2003).

Diferentes kernels podem ser utilizados e para que eles sejam considerados adequados a
interpolacdo, € necessario que respeitem determinadas propriedades: convergéncia,
suavidade, positividade, simetria, normalizacdo dentro do dominio de suporte e suporte
compacto. O kernel spline cubico, proposto por Liu & Liu (2003), foi utilizado neste
trabalho pelo seu comportamento matematico desejavel, bem como de suas derivadas, na

representacdo das propriedades fisicas estudadas.
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W(r,h) = fator 1 1 Ir—r,| 3
g 2-( n > , h<|T—Tb|SZh
\ 0, nosdemais casos.
onde:
15 D
——— N0 caso
_ ) 7mh?’
fator = 15 .
—c ,no caso 3D.

Outros kernels sdo empregados no método SPH, conforme proposicdo de alguns autores:
quartico, proposto por Lucy (1977); quintico, proposto por Wendland (1995) apud Gesteira
et al. (2010); spline quintico, proposto por Morris (1997); novo quartico, apresentado por Liu
& Liu (2003), sendo cada um mais recomendado para o estudo de um determinado problema
fisico. A Figura 3 apresenta o kernel empregado por Lucy emseu trabalho pioneiro e o spline
clbico deste trabalho.
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Figura 3. Kernels e suas derivadas de primeira ordem. (2) Empregado no trabalho
pioneiro de (Lucy, 1977) e (b) Spline cubico, deste trabalho.
Adaptada de (Liu & Liu, 2003).

O SPH aproxima propriedades fisicas (como a massa especifica), gradientes (como os de
pressao), divergentes (como os de velocidades) e laplacianos (como os de temperatura e de
velocidades) relacionados ao fluido em escoamento, com umerro de 22 ordem.

A equacdo geral para a aproximacao de uma grandeza fisica é:

- A
A(r,) = Zmb—bW(Ira —1,|,h) (04)
b=1 P
Para o divergente a seguinte forma pode ser empregada:
1 n
V. A(r,) =p—Zmb(Ab—Aa). vW(lr, —r,1,h) (05)

ap=1
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Para o gradiente (forma simétrica):

n

A, A
VA(r,) = E m (—“+—b> VW(|r, —r,1,h) (06)
&\ A b

A expressdo para o laplaciano da funcdo pode ser obtido a partir da expansao da série de
Taylor em torno da posicdo da particula de referéncia, conforme demonstrado por
(Petronetto, 2010):

ow(r,h) 1 (07)
or |r, =7l

n
m
V2A(r,) = 22 p—b[Aa —A,]
b=1 P

onde:

Vé operador nabla; A(r,),0u 4,, é a grandeza fisica que esta sendo aproximada (refere-se
a particula fixa a); A, é a grandeza fisica para a particula vizinha b; né o nimero de
particulas vizinhas no dominio de influéncia; m, € a massa da particula b; W é o kernel;
h é o raio de suporte; [r, — r, | € a distancia radial entre as particulas (a e b); p, € a massa
especifica da particula vizinha b; A4, é o valor da grandeza em cada uma das particulas b,
vizinhas da particula a; (a,b) € (1,..., n).

No método SPH, criado para a simulacdo de fluidos compressiveis, a pressdao ¢ uma
funcdo explicita da massa especifica local do fluido. Em casos dindmicos, o fluido
compressivel € aproximado a um fluido incompressivel por meio de um fluido quase-
compressivel e a pressdo é calculada através de uma equacgdo de estado. Neste trabalho, foi
empregada a conhecida equacéo de Tait, sugerida por (Batchelor, 2000):

P,=B <<&>y — 1) (08)
)
onde:

P, € a pressdo da particula; p, € a massa especifica da particula; p, € a massa especifica de
repouso do fluido; y= 7; B é o termo relacionado as flutuacGes de massa especifica do
fluido, possuindo um valor para cada problema.

Uma maneira simples de se tratar os contornos fixos e planos em SPH é através da reflexao
geométrica das particulas nas paredes (consideradas como planos bem definidos). As colisdes
das particulas, consideradas solidas, com os planos sdo tratadas como total ou parcialmente
elasticas, através da definicdo de um coeficiente de restituicdo da energia cinética. A Figura 4
mostra as posicdes inicial (C,) e final (C;) do centro de massa de uma particula, ap6s colidir
sucessivamente com dois planos em uma iteracdo numeérica (NObrega, 2003). O ponto
C, corresponde a posigéo final que seria atingido pelo centro de massa da particula caso néo
houvesse as paredes delimitando o dominio.
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Figura 4. Colisdes sofridas por uma particula emum passo de tempo.
Adaptada de (N6brega, 2003).

Uma analogia a dindmica molecular é também empregada no tratamento dos contornos no
SPH. As areas com contornos sélidos sao preenchidas com particulas congeladas (particulas
fantasma ou virtuais) que evitam a penetracdo das particulas moveis naqueles. A utilizacdo de
uma linha de particulas virtuais localizadas sobre o contorno solido (particulas do tipo 1) é, de
forma geral, a maneira mais aplicada (Monaghan, 1994). Estas particulas exercem uma forca
de repulsdo sobre as particulas reais do fluido, evitando que essas ultrapassem o contorno
solido. Tal forca é calculada através de uma analogia com a for¢a molecular de Lennard-
Jones. Particulas virtuais do tipo Il (localizadas fora do contorno) também podem ser
empregadas. A Figura 5 apresenta o emprego de ambos os tipos de particulas fantasma, no
objetivo de simular as paredes sélidas.

© Particula virtual do tipo Il
O Particula virtual do tipo |

@ Particula real

® ® <« Regiio doescoamento

Figura 5. llustragdo esquematica da regido do contorno sélido. Disposicao das particulas
virtuais em linha (tipo I). Além do contorno, estéo as particulas virtuais do tipo Il.
Adaptada de (Liu & Liu, 2003).

Gesteira et al. (2010) apresentaram no manual do SPHysics (um c6digo numérico aberto de
livre acesso na internet) ainda a possibilidade de emprego de contornos dinamicos ou
repulsivos (também baseado no potencial de Lennard-Jones).

Em regides préximas aos contornos, ocorre de as particulas de referéncia ndo possuirem um
dominio de influéncia completo, o que vema diminuir a precisdo das interpolagdes efetuadas.
Este fenbmeno é conhecido como inconsisténcia das particulas. Visando a correcdo deste
acontecimento préximo as contornos, e a restauracdo da consisténcia, alguns autores
propuseram a aplicacdo do Método de Particulas Suavizadas Corrigido (CSPM) (Chen et al.,
1999; Liu & Liu, 2010).

A Figura 6 mostra como ocorre o truncamento do dominio de influéncia para uma particula
fixa, proxima ao contorno.
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Figura 6. Truncamento do dominio de influéncia. Em (a) o dominio de influéncia esta completo e em
(b) a particula fixa estd pr6xima ao contorno e o truncamento ocorre. Adaptada de (Liu & Liu, 2010).

2.2. Aproximacoes SPH para as Equacdes de Conservacao

A modelagem do escoamento de fluidos e transporte de energia € efetuada pelas equagdes
de conservacdo da massa, do momento linear e da energia. A evolugdo do campo de massas
especificas, de velocidades e de energia ao longo do tempo é definida pelas equacGes (09) a
(11). A Tabela 1 apresenta as equagdes de conservagdo e as respectivas aproximagoes por
SPH, para um fluido viscoso e compressivel.

Tabela 1 — Equacdes de conservacéo e respectivas aproximagoes SPH.

Equacdes diferenciais de
conservagdo (continuo)

Aproximacdes SPH
(dominio discretizado por particulas)

Massa:

dp dp, _ YW (Ir |,k (09)
E= —pV_V dt - e my Vg - (rab ’ )
Momentum:
dv VP dv, (Pa Pb)
dv_ VP vsod =Zm Za L D W (e, | h) +
dt p & VAN ’
S (10)
my Xop
b b ab
+g+f,,
Energia: de
de a_ _ Z
E=—PV.V+8V+ Vq dt Pa - mbvab'VW(lrab |'h)+8v+ (11)

+q,

+V.q+qy

onde:

vé o vetor velocidade; gé a aceleragdo da gravidade; v é a viscosidade cinemética do
fluido; P é a pressdo; f,,, sdo as forcas externas; t & o tempo; e € a energia especifica; €, é
0 termo de dissipacdo de energia por unidade de volume; q é o fluxo de calor por
condugdo; q, é o calor gerado por outras fontes por unidade de volume; r,, =1, —
Ty Xop =Xy — Xpy5 Vo =V, — V.
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O termo V.q € modelado pela lei de Fourier.

2.3. Simulacdes Numéricas

Dois problemas fisicos foram estudados neste trabalho: um fluido incompressivel no
interior de um reservatédrio fechado e a quebra de uma barragem.

2.3.1. Reservatorio contendo um liquido incompressivel em repouso

Este € um dos primeiros problemas que devem ser entendidos e solucionados pelo aluno
no estudo da Hidrostatica. Trata-se de um tanque preenchido por um liquido incompressivel e
isotérmico. O aluno deve ser capaz de entender o problema fisicamente e, a partir dai, aplicar
as consideracdes fisicas as equacdes de conservacao.

A Figura 7 exibe a disposicao inicial regular das particulas no reservatorio.
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Figura 7. Reservatério preenchido por 2500 particulas no instante inicial. Estdo
representados os centros de massa (.), bemcomo os volumes tangenciando-se.
Os contornos emazul sdo planos definidos geometricamente.

A Figura 8 apresenta um fluxograma com os mddulos, de um codigo numérico empregando
0 SPH, para a solugdo numérica do problema.

{ Defini¢cdo do kernel

Célculo das
forcas internas

Output
(arquivos de saida)

CondicGes

Iniciais

CondigGes de
contorno
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precisdo

Solucédo da eq.
momentum

Incremento no

|

Célculo da presséo
modificada

|

Integragéo
temporal
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Figura 8. Fluxograma de um c6digo numérico para o problema do reservatério.
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Apobs 5,0 s de simulacdo foi verificada a coincidéncia das posicGes neste instante e as
posicdes iniciais, conforme mostra a Figura 9 (a). Na Figura 9 (b) sdo apresentadas as
pressdes das particulas. No grafico sdo visualizadas as particulas em suas respectivas
posicOes espaciais, e suas pressoes representadas pela escala de cores.

= Posigdes iniciais

+ Posigdes no instante 5,0 s P (Pa)
T T ] 10000
B ESEE R AE SRR S RS Y

9000
8000
7000
6000
Eost ‘ 5000

>
0.4} 8 4000
3000
2000
1000

X

@)

Figura 9. (a) As posicdes das particulas invariantes no tempo.
(b) o campo de pressdes hidrostaticas constante no tempo.

2.3.2 Quebra da barragem
Trata-se de um problema classico da dinamica de fluidos. Acidentes estdo relacionados a

sua ocorréncia, sendo sua simulacdo de grande importancia na engenharia. Na Figura 10, é
apresentado um fluxograma de um cédigo numérico empregado na solucdo deste problema.

Teste de colisdo*
com contornos
Output
arquivos de saida

Definicéo do kernel

Solucéo daeq.
continuidade

Condigoes

inicials

L Calculo das Corregéo
CondicGes de forcas internas CSPM
contorno

Célculo das L
Busca de forcas externas precisao

vizinhas
momentum

Célculo da pressao =
Integracéo
temporal

Definicao das particulas Atualizacdo do
na superficie livre raio de suporte

*Implementada a reflexdo geométrica das particulas.

Solugédo da eq.

Incremento no
tempo

Figura 10. Fluxograma do cédigo numérico para o problema da quebra da barragem.
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Figura 11. Distribuicdo inicial das particulas. A comporta esta posicionada
apoés a ultima coluna de particulas (a direita) impedindo a quebra.

Na Figura 12, é mostrada a evolugéo da quebra da barragematé o instante 1,00 s.

t=040s t=0,70s t=1,00s

x (m) x (m)

Figura 12. Evolucdo da quebra da barragem.

3. CONCLUSOES

A aplicacdo do método lagrangiano de particulas SPH na solucdo de problemas de
dinamica de fluidos e transporte de energia conduz a resultados que facilitam ao aluno o
entendimento fisico do fendmeno estudado. A partir da analise gréafica dos resultados, o aluno
é conduzido a uma visdo mais familiar e que Ihe permite um melhor entendimento do
fendbmeno (reportando-se a modelagem lagrangiana que €, na maioria dos cursos de
engenharia no Brasil, posta a parte em favor do aprendizado dos métodos eulerianos). O
método SPH, por ser um método que nao utiliza malhas, apresenta vantagens como permitir
uma solucdo mais simples de problemas que envolvam superficies livres ou geometrias
complexas, requerendo do aluno, no entanto, uma compreensdo ampla das leis fisicas que
regem a dinamica dos fluidos, para que venha ser capaz de desenvolver seu proprio cédigo
numérico ou mesmo utilizar-se de um software disponivel, como usuério.
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PROPOSITION OF AMETHODOLOGY OF TEACHING COMPUTATIONAL
FLUID DYNAMICS USING THE LAGRANGIAN SPH METHOD

Abstract: This paper proposes a methodology for teaching and learning of computational
fluid dynamics based on the application of the Lagrangian numerical meshless SPH method
in the numerical simulation of fluid and energy transport as an alternative to traditional mesh
Eulerian methods. Although few decades of use, the SPH has advantages of applying the
numerical solution of classical problems studied in engineering courses, by allowing better
visualization of the spatio-temporal evolution of the flow (and fluid properties), a lower
computational cost in the study of complex geometries and the obtaining of stable numerical
solutions. Results were obtained for two classical engineering problems: the dam breaking
and a incompressible fluid at rest inside a reservoir. The studies showed that the Lagrangian
approach, currently little used in engineering courses in Brazil, can facilitate the physical
understanding of the problems studied in the fluid dynamics computational courses.

Key-words: Computational fluid dynamics, Lagrangian SPH method, engineering education.



