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Resumo: Uma abordagem para resolver um problema comum de engenharia civil através do
Método das Diferencas Finitas é apresentada neste artigo: a deflexdo de uma placa delgada
submetida a um carregamento uniformemente distribuido. Este trabalho contém uma
descricdo do método, no que diz respeito a sua deducdo e ao seu uso, e também uma
introducdo a equacao de Lagrange, cuja solucdo representa o comportamento de uma placa
em dadas condicdes. Alem disso, é ressaltada a praticidade e facilidade do método,
incentivando o seu ensino durante a graduacdo. Um algoritmo foi elaborado e utilizado para
resolver um exemplo numérico desta aplicacdo. Os resultados obtidos foram considerados
satisfatérios e a implementacdo computacional foi eficiente. Espera-se que a mesma
abordagem seja utilizada para outras aplicacGes em engenharia. Este conteudo é parte de um
trabalho de concluséo de curso em desenvolvimento.
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1. INTRODUCAO

O uso de software esta cada vez mais presente na vida profissional do engenheiro,
visto que traz muitos beneficios na questdo dos prazos e da precisdo dos calculos e projetos



elaborados. Por isso, torna-se importante que o estudante de engenharia tenha bastante contato
com este universo durante a graduacéo.

Estre trabalho traz um exemplo desta interacdo entre o que o estudante vé em seu
curso e a aplicagdo computacional, mas envolve temas que nem sempre sdo abordados
durante o curso, tais como o0 Método das Diferengas Finitas.

Propbe-se apresentar que a aplicacdo destes métodos é vantajosa e pode ser mais
explorada durante o curso, ja que se mostra de féacil aprendizado e aborda grande quantidade
de aplicacdes.

Isto sera feito pela utilizacdo do Método das Diferengas Finitas para solu¢do de um
exemplo de deflexdo em uma placa retangular delgada com carregamento uniformemente
distribuido, procurando incentivar o uso deste método em outras aplicacdes.

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Esta secdo tem por objetivo apresentar conceitos relativos as equacdes diferenciais e
sua classificacdo, ao método das Diferengas Finitas e a teoria da deflexdo em placas delgadas.

2.1. Equag0es diferenciais

Equacdes diferenciais sdo instrumentos matematicos muito importantes na engenharia.
Isto pode ser percebido devido ao nimero de aplicacbes que podem ser modeladas através do
uso destas equacdes. Por definicdo, uma equacdo diferencial € uma equacdo que possui
derivadas de uma ou mais func¢Ges em relagdo as suas varidveis independentes (ZILL, 2007).

Ha trés formas basicas de se classificar uma equacéo diferencial (ED): pelo tipo, pela
ordem e pela linearidade. Quanto ao tipo, a ED pode ser ordinaria (EDO) se as derivadas que
ela contém sdo tomadas em relacdo a apenas uma variavel independente, ou parcial (EDP),
caso as derivadas sejam em relacdo a duas ou mais variaveis independentes. A ordem de uma
ED é dada pela ordem da derivada de maior grau presente na equacao, isto é, caso a maior
derivada de uma equacdo seja a derivada terceira, esta equacao € dita de 3% ordem. Uma ED é
dita linear se ndo apresenta produtos entre variaveis dependentes e/ou suas derivadas, sendo
classificada como ndo linear caso contrario. Para este trabalho, é necessario conhecer um
pouco sobre as EDPs lineares de segunda ordem.

EDPs lineares de segunda ordem

Como seu proprio nome sugere, este tipo de equacdo apresenta funcdes de duas
variaveis e derivadas de segunda ordem. A Equacdo (1) mostra a forma geral deste tipo de
EDP, onde u(x, y) é a solucdo, f(x,y) € uma funcéo linear qualquer, os coeficientes 4, B e C
sdo constantes ou funcdes de x e y e o coeficiente D é funcdo de x, y, u, du/dx e du/dy
(também pode ser constante).

2 2 2

0“u 0“u 0“u
i = 1
Aax2 (x,y)+Baxay(x,y)+ Cay2 (x,y)+D = f(x,y) 1)

Esta EDP é homogénea se f(x,y) =0, e é ndo homogénea se f(x,y) # 0. Além
disso, pode-se classificar este tipo de equacdo em eliptica, parabolica ou hiperbdlica, a
depender do fator B2 — 4AC. Para B2 — 4AC > 0, a EDP ¢ dita hiperbdlica; para B? —
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4AC = 0 a EDP ¢é considerada parabdlica; para B> — 4AC < 0 a EDP é denominada eliptica
(CHAPRA, 2008).

Para descobrir a solucdo desta equacdo é necessario obter as condi¢des de contorno,
que sdo valores conhecidos da solucdo (ou de sua derivada) no contorno da regido onde a
equacdo é valida (dominio da equacdo). Isto depende do problema considerado, e sera
abordado na proxima secéo.

2.2. Equacéo de Lagrange

Placas sdo elementos estruturais bidimensionais, isto €, possuem duas dimensdes
predominantes em relacdo as demais. O estudo das placas e de seu comportamento é muito
importante, pois varios elementos estruturais apresentam este formato, como as lajes. Quando
submetidas a carregamentos (forgcas) em sua superficie, as placas — assim como outros
elementos estruturais — sofrem pequenas deformacdes verticais. E a chamada deflex&o.

E importante o calculo do valor desta deflexdo, pois, se for muito grande, causa
desconforto aos usuarios da edificacdo que estiver nesta situacdo. No caso aqui descrito, a
deflexdo pode ser calculada pela Equacdo (2), denominada equagdo de Lagrange, na qual
w (x,y) € o deslocamento vertical de cada ponto da placa, p (x,y) é a carga distribuida sobre
sua superficie, h é a espessura da placa e v e E sdo, respectivamente, o coeficiente de Poisson
e 0 modulo de elasticidade, constantes que sdo propriedades de cada material que compde a
placa.

a‘* otw 'w ER® )
(xy)+26262(xy)+ T (xy) = onde Dzm 2

Para o calculo da deflexdo, é necessaria a determinacdo das condices de contorno,
que dependem da vinculacdo existente nas bordas da placa. O que se prop8e aqui € o calculo
da deflexdo em uma placa com bordas simplesmente apoiadas. Neste caso, as condicGes de
contorno sdo dadas pela Equacéo (3), pois na borda ndo ha deslocamentos (devido a presenca
do apoio) e também ndo ha curvatura (o apoio ndo se curva, mantendo a borda da placa sem
deformacoes).

2%w 2

w
w(x,y) = Fre (x,y) = 3z (x,y) = 0 nas bordas (3)

A Equagdo (2) é uma Equacédo Diferencial Parcial de 4% ordem, mas se pode resolvé-la
de forma mais simples. Para isso, deve-se reescrevé-la como na Equacdo (4), para que se
possa langar mao da teoria de Equagdes Diferenciais Parciais (EDP’s) de 2* Ordem.

9% [9%w 9*w
— | — + —
77 | 322 = (%) 57 (x,y)

+—l—(xy)+—(xy) 4)

Ao substituir o termo entre colchetes por z, o problema passa a ser resolver as duas
EDP’s elipticas na Equacédo (5) (na ordem em que elas aparecem), de forma que as condicGes
de contorno para d%w/dx? e 0?w/dy? sdo usadas para resolver a primeira equacio e as
condigdes para w sdo utilizadas para resolver a segunda.
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Logo, para cada uma das equacdes na Equacdo (5) serd aplicado o Método das
Diferencas Finitas, descrito na proxima se¢do. Isto sera fundamental, visto que a equacéo de
Lagrange nao possui solucdo analitica conhecida para muitos casos.

2.3. Método das Diferencas Finitas

O Método das Diferengas Finitas € um método numérico muito utilizado para solugéo
de Equacgbes Diferenciais. E um método de aproximagdo, ou seja, os resultados ndo s&o
exatamente iguais aos valores obtidos por meio da solucdo analitica da equagdo considerada.
Mas possuem precisdo satisfatoria, j& que o erro do método pode ser controlado. Sua
aplicacdo consiste em substituir as derivadas de uma ED por aproximacdes de diferencas
finitas, o que simplifica o problema, pois ao invés de resolver uma ED sera preciso apenas
resolver um sistema de equacdes algébricas e montar a solucdo aproximada a partir dos
valores obtidos do sistema por meio de interpolacao.

O primeiro passo é discretizar o dominio. Considere que o dominio seja retangular, de
tal forma que os limites em x sejam os valores a € b (a < b) e 0s limites em y sejam c e d
(c < d). Selecionando valores m e n inteiros, pode-se dividir o intervalo no eixo x (a < x <
b) em n subintervalos de mesmo tamanho h, dado por h = (b — a)/n e o intervalo no eixo y
(c < x < d) em m subintervalos de mesmo tamanho k, dado por k = (d — ¢)/m. Os valores
h e k sdo denominados passo no eixo x e no eixo y, respectivamente. Tracando linhas
paralelas aos eixos passando pelos pontos (xl-, yj), monta-se uma quadricula, como a da
Figura 1.
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Figura 1 — Definicao da Quadricula no Dominio Discretizado.
Fonte: BURDEN, 2007.

E necessario construir as aproximacdes para d%u/dx? e 0%u/dy?. Para isso, deve-se
utilizar a expansdo em serie de Taylor que, para funcdes de duas varidveis, possui a forma

geral dada na Equacdo (6). Esta expansdo sera feita ao redor do ponto (xi, yj), utilizando seus
quatro vizinhos mais préximos.
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f,y) = f(xo +6x,y0 + 6y)
SRS ey 2 (6)
= ;Ii! ;lj!'(i—j)! (6x) - (6y)/ 6xfayi‘f(x°'y0) ”

Para montar a aproximacdo para a derivada segunda em x, devemos expandir em
relago aos vizinhos (x;41,;) € (x;—1,¥;). Truncando a expansio na terceira derivada, surge
um pequeno erro, representado pelo termo que contém a derivada quarta. A primeira
expansao, em relagdo a (x;44,;), é dada na Equagéo (7).

u (xl- +h,y; + O) =u (xi+1,yj)
ou h? 0%u h303u
=u (%)) + ho o= (%) + 537 (%) + £33 (%)) @)
h* 0%*u
+ 2450 G )

Da mesma forma, a Equacdo (8) expande em relacdo ao ponto (xl-_l, yj).
u (xl- —hy+ O) =u (xi_l,yj)
ou h? 0%u h3d3u
=u (x,y7) —hom () + 557 (%)) — 555 (0 ) 8)
h* 0*u
+ 2450 o)

Ao somar os dois resultados e rearranjar 0s termos, surge a aproximagao para a
derivada segunda em x, na Equagéo (9).

0%u u (xi41,5;) = 2u (%, ;) + u (x40, y;)  h?0%u
ﬁ(xi'yj) = ey hlz : — T 12 0xt (‘fi:Yj) ©)

Para que ndo seja preciso levar adiante o termo do erro na aproximacao, cujo valor néo
¢ conhecido a principio, substitui-se u (xl-, yj) por w;; (assim como seus semelhantes
u (x;+1,7;) € u (x;_1,y;), conservando os indices de x e y em w), de modo que u (x;,y;) =
w; j, € se despreza o termo do erro (BURDEN, 2007). Logo, a forma final da aproximacao &
dada na Equacéo (10).

2
0°u ) _ Wi+1,j - ZWl',j + Wi—l,j

D22 (xi, Yj h2 (10)

De forma analoga se procede a determinacdo da aproximacéo da derivada segunda em
y. Expande-se em relacdo a (x;, y;41) € (x;, ¥j—1 ), soma-se os resultados e substitui a solucéo
u (xi, yj) pela aproximagao w; ;, obtendo a expressdo dada na Equacao (11).



0%u Wi — 2w + W
(xi;yj) — 1,j+1 i,j ,j+1
dy? k?

(11)

Para resolver a equacdo diferencial proposta, primeiramente, substituem-se as
Equacdes (10) e (11) nesta equacédo e, em seguida, escreve-se a expressao resultante (equacgao
diferencial com as aproximacgfes) para cada ponto (xl-, yj). Desta forma, aparecem (n —
1)(m — 1) equagdes formando um sistema que, se resolvido, fornece os valores de w; ; em
todos os pontos da quadricula.

3. METODOLOGIA

Nesta secdo, sera apresentado o método de solu¢do do problema considerado e um
exemplo para andlise dos resultados. Para relembrar, o problema consiste em resolver as duas
equac0es presentes na Equacéo (5), entdo, pela ordem, segue a solucéo da primeira equacéo.

3.1. Solucao da primeira equacao
Substituindo as aproximacdes das Equacdes (10) e (11) na primeira equacgdo, obtém-se
a Equacdo (12), que é o ponto de partida.

Ziv1j — 2Zij + Zj_q L G T 2zij+ Ziji1 P

12
h? k? D (12)

Multiplicando toda a Equacdo (12) por —h? e agrupando os termos semelhantes,
encontra-se a Equacgéo (13), que é a chamada equagéo de diferencas para o problema descrito.

2[1 +(5)

Atribuindo valores para i e j monta-se o sistema de equacdes que fornece os valores
de z; ; necessarios. Uma forma mais simples desta equagdo € a Equacdo (14), para a qual
adotou-se h = k.

2 2
h P
2ij = (Zivrj + 2icj) = (E) (2141 + 2ij41) = —R? D (13)

_ 2P
42ij = Ziy1j — Zi-1,j ~ Zij+1 — Zij+1 = —h D (14)

Ap0s resolver o sistema, os valores de z; ; serdo usados para a solugéo da segunda
equacdo na Equacéo (5), procedimento que sera descrito na proxima secao.

3.2.  Solucéo da segunda equacao
A quadricula montada para a primeira equacdo nao deve mudar para a aplicacdo do
método na segunda equacdo. Desta forma, os valores de z; ; obtidos da equagdo anterior
podem ser substituidos diretamente na equacdo discretizada, com as aproximagdes das
Equacdes (10) e (11) ja substituidas, como pode ser visto na Equacgéo (15).
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- 2, (15)

Novamente multiplicando toda a Equacdo (15) por —h? e agrupando os termos
semelhantes, encontra-se a Equacéao (16), a equacéo de diferengas para a segunda equacao.

h\° h\*
’ [1 " <E) lwi’j ~ Wiy + i) - (E) (Wijur +Wijer) = —h?z;, (16)

Caso tenha sido considerado h = k para a primeira equagdo, deve-se considerar
também para a segunda equacdo, de modo que a Equacéo (16) se torna a Equagdo (17).

— 2
4w j— Wipqj — Wisqj — Wije1 — Wijp = —h%z;; (17)

Atribuindo valores para i e j monta-se o Ultimo sistema de equacGes a ser resolvido,
que fornece os valores de w; ; desejados desde o inicio.

3.3. Exemplo e implementacao do algoritmo

A fim de automatizar os célculos para n € m muito grandes, ja que nestes casos 0
calculo manual se torna demorado e repetitivo, foi elaborado um algoritmo no software
MATLAB para resolver o problema quando inseridos os dados iniciais. A fim de testar o
algoritmo elaborado, optou-se por testar um exemplo numérico, adotando valores para as
forcas e constantes presentes na equacgdo de Lagrange.

Os valores adotados, para uma placa retangular de largura e comprimento iguais a 4 m,
foram E = 25-10° kN/m? (modulo de elasticidade), v = 0,3 (coeficiente de Poisson),
p = 10 kN /m? (carregamento uniformemente distribuido) e h = 10 cm (espessura da placa)
(JUNIOR, 2008). O problema foi resolvido adotando-se h = k = 0,04 m, isto é, para
n =m = 100. Os resultados sdo mostrados e analisados na se¢éo seguinte.

4. RESULTADOS E DISCUSSAO
Apobs implementacdo do exemplo no algoritmo, ele retorna os valores de w;; nos
pontos considerados. Como sdo muitos valores, apenas alguns deles (os valores a cada metro)

aparecem na Tabela 1, para se ter uma ideia da ordem de grandeza dos resultados.

Tabela 1 — Resultados Obtidos por meio do Algoritmo.

Pontos no Eixo x

Valores de w; ; (mm)

Im 2m 3m
2 . 1m 0,25668661702 0,31568823684 0,26168589693
é g 2m 0,30912323415 0,38411060510 0,31568823684
e 3m 0,25180102212 0,30912323415 0,25668661702




Além dos valores, o algoritmo produz um gréafico, que aqui é exibido como a Figura 2.
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Figura 2 — Representagdo em 3D dos Valores de w; ; Obtidos.

Percebe-se que os valores foram pequenos e, portanto, satisfatérios. Geralmente, ndo é
recomendavel que os deslocamentos sejam maiores que 1 cm, pois, como dito anteriormente,
causam desconforto aos usuérios da edificacdo com placas nestas condi¢des (este limite pode
ser menor a depender do comprimento do véo livre da placa). Dadas as vinculagcdes da placa,
a deflexdo méaxima é encontrada no ponto central da placa, com x = y = 2 m.

Para o0 ensino na engenharia, esta abordagem se mostra proveitosa, ja que aproxima o
estudante da forma de trabalho de um software de célculo estrutural e o faz perceber que
existe uma alternativa as tabelas comumente utilizadas neste tipo de calculo (e no ensino de
estruturas em geral) nos cursos de graduagéo.

5. CONCLUSOES

Desde que o dominio seja retangular, o0 Método das Diferencas Finitas oferece uma
boa aproximagéo para problemas envolvendo EDP’s de 22 Ordem. A facilidade de assimilagéo
da forma de aplicacdo do método e a aproximacao que ele proporciona entre o estudante e a
implementacgdo computacional torna o tema uma boa alternativa a ser explorada nos cursos de
graduacéo.

Assim como este exemplo, existem varias outras aplicacdes a serem exploradas, ndo
somente na area de estruturas, mas também na area de fluidos, por exemplo, além de
aplicacdes em outras engenharias além da civil. Atraves da aplicacdo de exemplos simples,
pode-se facilitar ainda mais a introducéo destes temas nos cursos de engenharia.
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APPROXIMATION OF THE SLAB DEFLECTION BY FINITE
DIFFERENCE METHOD

Abstract: An approach to solve a common civil engineering problem through the Finite
Difference Method is presented in this paper: the deflection of a thin slab subject to a
uniformly distributed loading. This work contains a description of the method in relation to its
inference and application and also an introduction to the Lagrange’s Equation, whose
solution represents the behavior of a thin slab at the given conditions. Furthermore, the
method’s practicality and easiness is emphasized to encourage its teaching during
graduation. An algorithm was elaborated and used to solve a numerical sample of this
application. The results obtained were considered suitable and the computational
implementation efficient. It is expected that the same approach is utilized for other
engineering applications. This content is part of a developing senior thesis.

Keywords: Slab deflection, Finite Difference Method, Lagrange’s equation.



