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Resumo: A recente estruturacdo do curso de Engenharia Civil da Unichristus motivou
estudos relacionados a disciplina de Calculo Diferencial e Integral, os quais apresentaram
ferramentas de aprendizagem no contexto da histéria da matematica, em que o docente
pode aplicar com os contetdos apresentados em sala de aula. O objetivo deste artigo é
apresentar como a histéria da matemética e uma ferramenta computacional para
interpretacdo geométrica das derivadas de funcdes implicitas, podem constituir um
mecanismo pratico ao docente para atingir um melhor aprendizado por parte dos alunos.
A metodologia utilizada foi a realizacdo de levantamentos bibliograficos e de pesquisas
utilizando o software Geogebra. Os resultados observados foram o facil manuseio que o
programa pode proporcionar aos alunos, a construcédo e analise de curvas que poderdo
ser Uteis aos estudos dos discentes e a abertura para futuros trabalhos na area,
possibilitando o enriquecimento das disciplinas ministradas na faculdade.
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1. INTRODUCAO

A matematica possui uma grande aplicacdo as ciéncias, o que inclui varias areas da
Engenharia Civil, um exemplo que se pode citar ¢ a estrutural. Com observacdes
e experiéncias, o0s cientistas e matematicos procuram e determinam a formula ou a funcéo
gue relaciona as variaveis em estudo. Desse modo, a matematica € uma ferramenta
indispensavel para estudar o movimento e, em geral, a ciéncia, 0 que mostra sua grande
importancia para a Engenharia, devido a grande utilizacdo da fisica no estudo de
mecanismos de sustentacdes de estruturas.

“Filosofia [ciéncia e natureza] estd escrita naquele grande livro o
qual esta diante de nossos olhos — quero dizer o universo — mas nao
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podemos entendé-lo se ndo aprendermos primeiro a linguagem... O

livro esta escrito em linguagem matematica...” Galileu Galilei (1564-
1642).

Na matematica classica e antiga, 0 movimento foi estudado geometricamente,
usando as proporcdes de Euclides e propriedades conicas de Apol6nio para estabelecer
relacbes entre distancia, velocidade e aceleracdo. Hoje, estas quantidades variaveis séo
aplicaces basicas das derivadas e sdo elas que nos ajudam a determinar o estudo do
movimento, ferramenta imprescindivel ao engenheiro, que utiliza estas técnicas para criar e
elaborar projetos com base nesse conhecimento cientifico matematico.

2. A HISTORIA DO CALCULO DIFERENCIAL

O célculo surgiu como uma grande ferramenta da matematica e sua construcéo foi
possivel devido ao resultado de diversas contribui¢cbes de muitos personagens como lIsaac
Newton, Leibniz, René Descartes, Fermat, entre outros. O célculo pode ser dividido em
duas partes, onde uma é relacionada as derivadas ou Calculo Diferencial e outra parte
relacionada as integrais ou Calculo Integral. O aparecimento do Célculo Diferencial esta
muito ligado a questdo das tangentes.

De acordo com (STEWART, 2006, p. 164), a primeira pessoa a formular
explicitamente as ideias de limite e derivada foi Isaac Newton, em 1660. Mas Newton
reconhecia que “Se vejo mais longe do que outros homens € porque estou sobre os ombros
de gigantes”. Dois desses gigantes eram Pierre Fermat (1601-1665) e seu professor em
Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677). Newton estava familiarizado com os métodos deles
para encontrar as retas tangentes, e esses metodos desempenham papel importante na
formulacéo final do calculo de Newton.

Desde a época dos gregos antigos, ja se conhecia a reta tangente como sendo uma
reta que intercepta uma curva em um Unico ponto, generalizando a situacdo observada no
caso da circunferéncia. Mas, para as questdes matematicas atuais, esta ideia € muito
imprecisa, sendo preciso um tratamento mais rigoroso para a questdo da tangente a uma
curva. Varios outros métodos para resolver o problema de encontrar a tangente a uma
curva em um ponto foram desenvolvidos ao longo da histdria, como o de Arquimedes e de
Apoldnio, que utilizavam métodos geométricos, que diferiam entre si, para a determinacgéo
de tangentes a parabolas, a elipses e a hipérboles.

A matematica moderna esta fundada em dois avangos fundamentais, a introducédo
de calculo por Newton e 0 método para a integracdo da algebra com a prova geométrica
por Descartes, que levou a geometria analitica.

A ideia geral para o desenvolvimento do conceito de geometria analitica veio a
René Descartes (1596-1650) em 10 de novembro de 1619. Descartes era um cético perene
e questionou a base para a epistemologia, especialmente, como relacionado a ldgica
aristotélica. De acordo com Descartes, s6 a matematica era certa e ela seria 0 método mais
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satisfatorio de aquisicdo de conhecimento, assim, esta filosofia proposta por ele ¢é creditada
como o surgimento do método cientifico.

De acordo com (BOYER, 2003, p. 191), René Descartes e Pierre Fermat foram as
principais figuras para o desenvolvimento da matemética. No séc. XVII, ambos os
matematicos, Descartes e Fermat, introduziram as coordenadas cartesianas, tornando-se
possivel transformar problemas geométricos em problemas algébricos e estudar
analiticamente as fungdes. Descartes teve o discernimento de prever a importancia da
tangente em sua obra Le Geometrie, inventando um procedimento de dupla raiz para
encontrar a normal e a tangente a uma curva.

“E eu ouso dizer isto [encontrar a normal, ou perpendicular a uma
curva, a partir da qual podemos facilmente identificar a tangente]
ndo é apenas o problema mais Util e geral da geometria que conheco,
mas até aquele que sempre desejei conhecer.” René Descartes,
(1596-1650).

A ideia de uma familia inteira de curvas de uma s6 vez foi introduzida por Pierre
Fermat (1601-1665), sendo o primeiro a considerar esta ideia, chamando-as de parabolas
superiores, curvas da formay = kx", onde k é constante e n=2, 3, 4,... Assim, a

introducdo de simbolos algébricos para estudar a geometria de curvas contribuiu
significativamente para o desenvolvimento da derivada, da integral e do célculo.

Fermat tinha nocdo das limitacBes do conceito classico de reta tangente a uma
curva, como sendo aquela que encontrava a curva num unico ponto, assim, pode perceber a
importancia da reformulagdo deste conceito, encontrando um processo para tracar uma
tangente a um grafico num dado ponto e esse problema ficou conhecido como o
"Problema da Tangente". Todas estas ideias constituiram para o aparecimento do conceito
de derivada, mas, Fermat ndo dispunha de notacdo apropriada e o conceito de limite ndo
estava ainda claramente definido. Foi entdo, no séc. XVII, que o matemético Leibniz
algebrizou o Calculo Infinitesimal, introduzindo os conceitos de variavel, constante e
parametro. Leibniz introduziu também a notacdo dx e dy para designar a menor possivel
das diferencas em x e em y. Assim, desta notacao, surge 0 nome do ramo da matematica
conhecido hoje como Célculo Diferencial.

3. REFERENCIAL TEORICO
3.1. Aderivacdo implicita

A derivada de uma funcdo pode ser interpretada como o coeficiente angular da reta
tangente ao seu grafico. As aplicacdes da derivada em problemas tipicos tém aplicacdes
praticas nos mais diversos campos, como geometria, engenharia, fisica, biologia e
economia. A derivada constitui uma ferramenta poderosa do calculo para o estudo e a
andlise de funcdes.
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George B. Thomas (2012, p. 202) diz que a maioria das func¢des trabalhadas, antes
do aprendizado de calculo, sdo de forma y = f(x), em que y é dado diretamente ou
explicitamente, por meio de uma expressdo definida em termos de x. No entanto, na
resolucdo de problemas praticos, frequentemente a relacdo entre y e x é determinada por
uma equacdo da forma F(X, y) = 0, que ndo esta resolvida para y. Pode ser que ndo exista
nenhum ponto (X, y) do plano que satisfaga a equacdo F(x, y) = 0. Neste caso, esta equac¢ao
representa um conjunto vazio. Caso contrario, uma equacédo do tipo acima representa uma
curva no plano que pode ser o grafico de uma ou de varias fungfes da forma y = f(x). Isto
acontece porque uma equacao em duas variaveis x e y pode ter uma ou mais solucdes para
y em termos de x ou para X em termos de y. Dizemos, entdo, que estas solucdes séo
funcBes definidas implicitamente pela equacgédo F(x, y) = 0.

A técnica conhecida que permite calcular a derivada de equacgdes implicitas é a
derivacdo implicita. As funcbes encontradas até agora podem ser descritas expressando-se
uma varidvel explicitamente em termos de outra, em geral, y = f(x). Algumas funcdes,
entretanto, sdo definidas implicitamente por uma relacdo entre X e y. Em alguns casos é
possivel resolver uma equacao para y como uma funcéo explicita (ou varias funcdes) de x.
“Felizmente nao precisamos resolver uma equagao para y em termos de x para de encontrar
a derivada de y. Em vez disso, poderemos usar o método da diferenciacdo implicita, que
consiste em diferenciar ambos os lados da equacdo em relacdo a x e entdo resolver a
equacdo resultante y’. Nos exemplos e exercicios desta se¢do presuma sempre que a
equacdo dada determine y implicitamente como uma funcéo diferenciavel de x de forma
que o método da diferenciacdo implicita possa ser aplicado.” (STEWART, 2006, p. 227).

A definicdo de derivacdo implicita é posta por (FLEMMING e GONCALVES,
2002, p. 165) considerando a equacéo

F(X.y) 1)

E dizendo que a funcdo y = f(x) é definida implicitamente pela equacgdo (1) se, ao
substituirmos y por f(x) em (1), esta equacéo se transforma em uma identidade. Também &
discutido que nem sempre € possivel encontrar a forma explicita de uma funcéo definida
implicitamente, assim, 0 método da derivacdo implicita permite encontrar a derivada de
uma fungdo assim definida, sem a necessidade de explicita-la. De acordo com as autoras,
podemos supor que F(x,y) = 0 define implicitamente uma funcdo derivavel y = f(x), e que,
entdo, podemos usar a regra da cadeia e determinar y’ sem explicitar y.

Flemming e Goncalves (2002, p. 166) propdem alguns exemplos de derivacao
implicita, sendo tais exemplos de facil entendimento, devido aos passos simples e
detalhados da técnica utilizada na derivacdo de funcdes implicitas. Alguns dos exemplos
dados por (FLEMMING e GONCALVES, 2002, p. 166) estdo representados abaixo:

Exemplo 1. Sabendo que y = f(x) é uma funcdo derivavel definida implicitamente
pela equagdo x? + y*> = 4, determinar y’. Como essa equacao define y = f(x) implicitamente,
podemos considera-la uma identidade valida para todo x no dominio de f. Derivando
ambos 0s membros desta identidade em relacdo a x, temos:

(x+y?) =@ ou, (x) +(y)" =0

Como y = f(x), usando a regra da cadeia, vem:
2x +2yy’ =0.
Isolando y’, temos:
y’ =-xly.
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Observamos que, neste exemplo, foi usado o fato de que y = f(x) € uma funcdo derivavel
definida implicitamente. Esse resultado ndo é valido para a funcdo h(x), representada
graficamente na Figura 4.1. De fato, embora esta funcdo também seja definida
implicitamente pela equagdo x? + y? = 4, ela ndo é continua no ponto x = ¢ e, portanto, ndo
é derivavel neste ponto.

Exemplo 2. Sabendo que y = f(x) é definida pela equagdo xy? + 2y3 = x — 2y,
determinar y’. Sabemos essa equagdo ¢ uma identidade quando substituimos y por f(X).
Portanto, em todos os pontos y = f(x) € derivavel, temos as seguintes igualdades:

(xy? +2y°) = (x - 2y)’
(xy?)’ +(2y°) = (x)’ — 2y)’
X.2yy +yr+oyly =1-2y
Isolando y’ na tltima igualdade temos:
y’ =1-y2/(2xy + 6y? + 2)

Exemplo 3. Se y = f(x) ¢ definida por x*y? + x sen y = 0, determinar y’. Lembrando
que y = f(x) e derivando em relacdo a x com o auxilio da regra da cadeia, temos:

x*.2y.y +2xy*+xcosyy +seny=0
Isolando y’, vem:
y =-2Xxy?2+seny/ (2x2y + X COS Y)

A interpretacdo de dy/dx como um quociente diferencial. Até aqui, dy/dx tem sido
visto como uma simples notagdo para a derivada de y = f(x). “O que faremos a seguir ¢é
interpretar dy/dx como um quociente entre dois acréscimos. Inicialmente, vamos olhar para
dx como um acréscimo de X e, em seguida, procuraremos uma interpretacdo para o
acréscimo dy.” (GUIDORIZZI, 2001, p. 192)

De acordo com (STEWART, 2006, p. 230), o0 matematico noruegués Niels Abel
provou em 1824 que ndo existe uma formula geral dada para as raizes de uma equacéo de
quinto grau em termos de radicais, e que, mais tarde, 0 matematico francés Evariste Galois
provou que € impossivel encontrar uma férmula geral para as raizes de uma equacéo de n-
ésimo grau (em termos de operacGes algébricas sobre os coeficientes) se n for qualquer
inteiro maior que quatro. Assim, podemos perceber a importancia da derivacdo implicita
em equacdes de n-ésimo grau, devido a impossibilidade de encontrar suas raizes
explicitamente.

3.2. Graficos de curvas implicitas com o auxilio do Geogebra

O software Geogebra pode criar dois tipos de curvas, as paramétricas e as
implicitas, mas como nosso estudo esta ligado as curvas implicitas, estudaremos apenas
elas neste software.

As curvas implicitas sdo polindmios em variaveis x e y. A equacdo de determinada
curva pode ser inserida diretamente usando a “Barra de Entrada” que fica logo abaixo a
tela do programa. Este é um exemplo de equacdo de uma curva para Se inserir no
programa: x4 + y"3 = 2xy.

Usando a ferramenta “Novo Ponto” pode-se localizar um ponto em uma curva e
obter suas coordenadas. No entanto, em alguns casos, o ponto ndo pode ser determinado
como dependente da curva.
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3.2.1. Exemplos de curvas implicitas

Figura 1: Lemniscata de Bernoulli Figura 2: Félio de Descartes
x* +2x2y2 - 100x2 + y* - 100y2 = 0 X3-2xy +y3=0
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Figura 3: Quadrado Figura 4: Circulo

x* +y* =1 (Equagdo geral: x*™ + y*" = 1) x+y2=1

| ‘ J
g
2
) \

-

. -

Figura 5: Rosa de Grandi Figura 6: Limagon de Pascal

X6 + 3x* y2 + 3x2y* - 64x2y2 +y6 =0 X* - 8X3 + 2x2y2 + 12x2 - 8xy2 + y* - 4y2=0
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Figura7: x3+y3=1 Figura 8: x*-2xy +y3=0

3.3. O folio de Descartes

O matematico René Descartes foi o primeiro a discutir o folio, que descobriu em
uma tentativa de desafiar as técnicas de determinacdo de extremo de Pierre Fermat, em
1638. O folio apareceu pela primeira vez nos escritos de Descartes em uma se¢do de sua
obra La Geéomeétrie.

= Cunva Implicita

4 ax.Ixyey=0
= Ponto

@ A-{151

(312a, 312a)

?
= Reta
2 bxey=a1

Figura 10: Representacdo
grafica feita no software

Geogebra do félio

mostrando a relacéo da
constante a com a curva e

sua assintota.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho, baseado em pesquisas bibliograficas, apresentou a derivacdo
implicita de tal forma que abrangesse desde sua historia até a sua aplicabilidade para
auxiliar no ensino do Calculo no curso de Engenharia Civil. O ensino de tal assunto foi
abordado com o auxilio do software Geogebra e como resultado deste uso, foi observado
que houve fécil visualizagdo e criacdo de graficos. O uso do software desempenha um
papel que melhora a relacdo entre o aluno e a construcdo do seu conhecimento, pois ele
pode aumentar a compressdo sobre as derivadas implicitas através de construgdes e
manipula¢des simples, havendo assim, maior interesse e atencao por parte de quem esta
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estudando tal conteddo. O uso dessa ferramenta pode ser visto, de certa maneira, de
maneira ludica pelo estudante, o que contribui significativamente para o seu aprendizado.

Além do estudo feito com o software, para auxiliar no entendimento de como
nasceu o Calculo, foram apresentados grandes matematicos e suas contribuicdes historicas,
principalmente René Descartes e Pierre Fermat, que incentivaram um grande progresso
matematico na época e contribuiram de forma significativa para a construcdo do Calculo.
As obras deixadas por esses matematicos incentivaram a continuacdo de resolucdo de
problemas matematicos posteriores, até que Newton e Leibniz propusessem teorias mais
solidas para, assim, surgir o Calculo Moderno. Desse modo, a abordagem da historia da
matematica pode contribuir com resultados significativos na aprendizagem do Calculo para
o0 aluno de Engenharia Civil e os dos demais cursos que abordam o Calculo.
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TEACHING OF CALCULUS IN CIVIL ENGINEERING USING THE
HISTORY OF MATHEMATICS AND THE SOFTWARE
GEOGEBRA: THE CASE OF IMPLICIT DERIVATIONS

Abstract: The recent structuring of Civil Engineering course of Unichristus motivated
research related to the discipline of Differential and Integral Calculus, which showed
learning tools in the context of the history of mathematics, in which the teacher can apply
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to the content presented in the classroom. The objective of this work is to present how the
history of mathematics and computational tools for geometric interpretation of the
derivatives of implicit functions, can be a practical mechanism to teaching to achieve
better learning by students. The methodology was used to conduct literature surveys and
research using Geogebra software. The results were easy handling that the program can
provide to the students with the construction and analysis of curves that may be useful for
studies of learners and openness for future work in this area, enabling the enrichment of
the subjects taught in college.

Key-words: Implict derivations; Software Geogebra; History of mathematics.



