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Resumo: Vigas sdo um tipo de estrutura que rotineiramente sdo encontradas em obras de
engenharia. Em muitos projetos sd existe a preocupacdo com 0 comportamento dessas
estruturas submetidas a cargas estaticas, assumindo que as mesmas sejam aplicadas
lentamente e a estrutura permaneca em equilibrio apés certo instante. No entanto, em muitas
situacdes as vigas podem estar sujeitas as mais variadas formas de carregamentos dindmicos
impondo as vigas um estado vibratorio. Portanto é fundamental entender o comportamento
dessas estruturas quando submetidas a esse tipo de esforco. Este trabalho apresenta um
estudo tedrico dos modos normais de vibracdo de vigas bi-engastadas com fissuras, que
levam a depreciacdo das suas caracteristicas mecanicas. O problema foi abordado através
da formulacdo Lagrangiana da Mecanica Classica com aplicacdo de coordenadas
generalizadas. Verificou-se que a presenca e a posi¢do da trinca ao longo da viga séo fatores
que afetam as frequéncias de oscilacdo naturais da estrutura. Através da modelagem
computacional auxiliada pelo programa Modellus, foi construida uma simulacdo com o
objetivo de apresentar o contelldo estudado de uma forma interativa, ladica e mais didatica
aos alunos de engenharia.
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1. INTRODUCAO

Elementos estruturais do tipo viga sdo muito encontrados em obras de engenharia
devido a sua facilidade de construcdo e suas caracteristicas mecanicas particulares, sempre
respeitando a relacdo viga-laje-pilar. Segundo BEER (1994), vigas s&o barras longas
prismaticas e retas, projetadas para suportar cargas aplicadas em varios pontos ao longo de
seu comprimento. Elas podem ainda ser classificadas em referéncia ao modo pelo qual estdo
vinculadas, existindo tipos como: simplesmente apoiada, em balan¢o ou bi-engastada. Cada
um desses tipos oferece diferentes valores de contorno, quando da resolucdo de problemas
onde esforgos estdo atuando sobre as vigas, deixando livre para engenheiros e arquitetos o
projeto de uma gama de formas estruturais.
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Por apresentar formas simples estando no estado “sdo” (material homogénco,
isotropico e continuo), a viga possui uma predisposicdo linear na propagacédo de suas tensdes
internas. Qualquer desconformidade desse estado acarreta um diferente propagamento dessas
tensdes (NAYFEH & PAL, 2004).

Fissuras sdo pequenas falhas estruturais que interrompem a continuidade da viga,
afetando principalmente sua resisténcia a carregamentos e em alguns casos, também
depreciando as formas arquitetonicas.

Em nosso dia-a-dia € raro nos depararmos com residéncias, edificios, pontes, ou
qualquer tipo de construcdo que ndo apresentem nenhum tipo de fissura (BENTO et al.,
2002). O Brasil, devido ao seu vasto territdrio, apresenta condi¢cBes climaticas bastante
diferenciadas com regides onde a temperatura varia bruscamente durante varios meses do ano.
Esse fator por si s6 faz com que todas as obras, sejam elas de pequeno, médio ou grande
porte, apresentem fissuras no decorrer de sua vida Util. Somado a isso as trincas podem advir
também de: erros de projeto, execucdo, agressividade do meio ambiente, interacdo solo-
estrutura (recalque), ma escolha de materiais e carregamentos aperiddicos que acarretam
fadiga na estrutura.

Uma viga quando carregada tem um determinado arranjo das suas tensdes internas,
porém se ela apresentar fissuras, esse arranjo interno se altera para 0 mesmo carregamento
devido a diminuicdo de sua area resistente. Isso desloca a linha neutra, criando um novo
quadro de tensdes desconhecido, que pode ultrapassar seus limites de resisténcia e levar a
estrutura a ruptura.

Este trabalho tem como objetivo realizar uma modelagem tedrica de uma viga bi-
engastada apresentando fissuras e analisar como estas configuragfes afetam os modos
normais de vibracdo da estrutura. A importdncia dessa investigacdo se destaca
fundamentalmente para o entendimento de como as frequéncias naturais de oscilacdo podem
ser afetadas por carregamentos dinamicos aplicados nas vigas que apresentam fissuras. O
modelo sera construido utilizando-se a formulacdo Lagrangiana da Mecanica Classica e
aplicacdo de coordenadas generalizadas (BARCELOS NETO, 2004). Ap6s o modelo pronto,
foi realizada uma simulacdo computacional do fendmeno analisado, objetivando que o
aprendizado do modelo estudado e do formalismo utilizado se torne bastante intuitivo.

O uso de recursos multimidia como ferramenta didatica, em especial no ensino de
Engenharia, jA& vem sendo empregado com certo éxito no Brasil (ASSIS et al., 2003;
NORONHA et al., 2000; VENTRI & LINDENBERG NETO, 2002). A modelagem
computacional possui um grande potencial para permitir que os estudantes entendam os
principios tedricos das ciéncias exatas. Esta ferramenta pedagdgica é de grande valia para o
aumento da percep¢do do aluno e para auxiliar a constru¢cdo do conhecimento, pois pode
incorporar em um s6 momento diversas formas de representacéo do sistema em estudo. Desse
modo, a modelagem contribui para o desenvolvimento cognitivo em geral, facilita a
construcdo de relagdes e significados, potencializando as possibilidades pedagdgicas da
interacdo professor-aluno (GRECA & MOREIRA, 2002).

Dentre as ferramentas que possuem potencial para o apoio as atividades de modelagem
matematica pode-se citar o Modellus (TEODORO, 2002). Este programa foi desenvolvido
por um grupo de pesquisadores da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova
de Lisboa e tem distribuicdo gratuita para fins educacionais (UNL, 2013). A opcéo pelo
Modellus reside no fato de que este aplicativo dispensa o uso de qualquer linguagem ou
metafora computacional e, adicionalmente, o simbolismo matematico utilizado é idéntico ao
de um manuscrito, inclusive quando se formula um problema com equagdes diferenciais. Com



isso, esperamos que a utilizacdo dessa ferramenta seja Util para proporcionar uma abordagem
mais interativa do modelo que descreve o comportamento dindmico de vigas contendo
fissuras, facilitando a absor¢do do conhecimento cientifico pelos estudantes.

2. MATERIAIS E METODOS
2.1. O modelo da viga bi-engastada com fissura

Para a modelagem dos modos normais de vibracdo de uma viga bi-engastada de massa
M apresentando uma fissura na parte central de sua estrutura (Figura 1), utilizou-se um
modelo analitico simplificado formado por duas massas M/2 fixadas a parede por molas ideais
com constante de elasticidade Ki. O vinculo entre as duas massas é feito por uma mola ideal
com constante elastica Kz representando a fissura, porque nesta parte da viga a vibragdo se
propagara de modo diferente (Figura 2). Este modelo constitui um sistema de dois graus de
liberdade, ndo-amortecido. A dinamica desse tipo de sistema é descrita por duas equacdes de
movimento acopladas, cada uma associada a respectiva coordenada de posicao x; e o de cada
massa M/2.

Fissura

Figura 1 — Viga bi-engastada de massa M com fissura na parte central.
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Figura 2 — Modelo analitico do sistema massa mola com dois graus de liberdade.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
Encontrando a energia cinética total do sistema (Krotal), associada ao movimento das

massas M/2 e a energia potencial elastica (Uel), associada a energia elastica armazenada nas
molas ideais K1 e K> quando o sistema oscila, obtemos a Lagrangiana L do sistema:

L= KTotal _Uel (1)

Substituindo temos:
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onde: %, X,, X, €X, sdo as velocidades e posi¢Oes das massas 1 e 2 respectivamente.

Resolvendo a equacdo de Lagrange para um sistema conservativo, determinou-se as
equacdes diferenciais do movimento escritas na notagdo matricial como segue:

wi+[clix} ={o} (3)

Na equacdo 3, [C] representa a matriz dindmica. Substituindo temos:

e ke

onde: X, e X, sdo as aceleragdes das particulas 1 e 2 respectivamente.

Multiplicando-se pelo inverso da matriz de massa obtém-se a equacéo caracteristica da
qgual podemos obter as frequéncias naturais de oscilacdo @1 e «». Estas por sua vez,
apresentaram dependéncia de Ki, K2 e M (respectivamente, constante elastica das molas e
massa da viga) como era esperado.

2K 2K, +4K
o, = ml a)zzwf—l; 2 (5)

As frequéncias w1 e w2 representam os modos normais de vibracdo para o0 movimento
desse sistema oscilante. Qualquer outro movimento pode ser descrito como uma combinagao
linear desses modos.

A frequéncia an corresponde a situacdo em que as duas massas deslocam-se no
mesmo sentido com deslocamentos iniciais iguais. As duas massas ndo apenas oscilam com a
mesma frequéncia w1 e a mesma fase, mas também possuem a mesma amplitude. Neste caso a
mola Kz ndo “participa” do movimento, ou seja, ndo adiciona nenhuma energia potencial ao
sistema.

J& a frequéncia a» representa 0 modo normal antissimétrico, no qual as massas de
deslocam em oposicao de fase mas com amplitudes iguais. O movimento continua oscilatorio
e harmdnico, porém agora a frequéncia w, é maior visto que neste caso a mola central é
distendida e comprimida, o que contribui para aumentar a constante elastica de cada oscilador.
As duas massas passam, simultaneamente, pelas respectivas posicbes de equilibrio e
alcangam, também simultaneamente, 0s respectivos deslocamentos maximos.

Estas conclusdes sdo melhor exemplificadas e incorporam um apelo didatico maior
quando visualizadas atraves de simula¢do computacional.

Para implementar as equacdes do modelo no Modellus, precisamos somente daquelas
gue descrevem o movimento das massas, visto que o préprio programa se encarrega de
resolver de forma numerica as equacdes diferenciais. Isso é importante porque a maioria dos
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alunos dos periodos iniciais dos cursos de Engenharia ainda ndo estd familiarizado com
problemas envolvendo esse tipo de equacdo. Isso permite que o programa possa ser utilizado
jano inicio do curso sendo requerido, no caso do nosso trabalho, somente o conhecimento de
derivadas que sdo estudadas ja nas disciplinas introdutorias de Célculo.

As equacOes de movimento para as duas massas vinculadas a parede e entre si por
molas ideais sdo dadas por:

m
Eal = _(Kl + KZ)Xl +KyX, (6)

m
Eaz = _(Kz + Kl)XZ + K2X1 (7)

onde: a1, az, X1 € X2 S0 as aceleracdes e deslocamentos das massas 1 e 2 respectivamente.
O Modellus também exige que cada derivada em relacdo as varidveis velocidade e
posicao sejam definidas como segue:

% =a, (8)
%2 =a, 9)
% =V, (10)
dditz =V, (12)

onde: v1 e v2 s8o as velocidades das massas 1 e 2 respectivamente.

Na figura 3 estd representada a area de trabalho do Modellus ja com as equacdes
implementadas e a simulacdo ativa. O caso estudado corresponde a situacdo em que as duas
massas deslocam-se no mesmo sentido com deslocamentos iniciais iguais o qual corresponde
a um dos modos normais.

Pelo grafico que representa a posicao xi1 e x2 das massas e a tabela que mostra o valor
da forca elastica de cada mola em funcdo do tempo, fica claro a condigdo periodica do
movimento. Além disso, o grafico da posicdo mostra de forma clara que a amplitude de
movimento das duas massas é igual, reforcando a ideia que nesse modo normal de vibracéo a
mola K2 ndo exerce sua influéncia no movimento do sistema. Esse tipo de visualizagdo
permite ao aluno desenvolver melhor sua cogni¢cdo sobre o problema abordado, somado ao
fato que no Modellus o usuério participa ativamente da implementacdo do modelo fisico que
descreve o fendmeno em estudo. A entrada desses dados na janela do modelo matematico no
ambiente de trabalho do Modellus é feita de maneira direta da mesma forma da escrita
normal, sem a necessidade do uso de uma sintaxe especifica o que diminui drasticamente o
tempo da curva de aprendizagem do programa.
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Figura 3 — Modelo do sistema massa mola com dois graus de liberdade mostrando o caso do
modo normal de vibragédo acoplada com frequéncia .

A figura 4 mostra o caso em que as massas de deslocam em oposi¢édo de fase mas com
amplitudes iguais. O movimento continua harménico, mas agora a frequéncia w. é maior,
visto que a mola K> participa do movimento por meio da contribuicdo da sua energia potencial
elastica a medida que ela é comprimida e distendida. Pelo grafico da posi¢do, notamos que as
amplitudes das duas particulas permanecem iguais, com as duas massas alcangcando maximos
e minimos simultaneamente.

Desconsiderando parametros envolvendo a rigidez da viga e comparando a frequéncia
w2 da viga com fissura, para 0 mesmo caso do deslocamento antissimétrico, com uma viga
sem fissura (GRANDINETTI & FILHO, 2004), percebe-se que a frequéncia da estrutura com
fissura € maior. Isso sugere que a falha realmente perturba a vibracdo da viga sujeita a um
carregamento dindmico, no seu modo normal de oscilacéo.

A simulacdo computacional construida no software Modellus se mostrou simples e
visualmente interessante, permitindo a interagdo com facilidade para realizar de uma maneira
intuitiva os experimentos conceituais com o modelo matematico proposto. O programa ainda
permite que valores de pardmetros e variaveis sejam facilmente alterados para o estudo e
comparacéo de diferentes casos de condi¢des de contorno iniciais. Fica evidente que esse tipo
de ferramenta pode auxiliar na construgdo de conhecimento contribuindo positivamente na
relacdo ensino/aprendizagem.
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Figura 4 — Modelo do sistema massa mola com dois graus de liberdade mostrando o caso do
modo normal de vibragédo acoplada com frequéncia wo.

4, CONCLUSOES

Utilizando um modelo teérico simplificado de dois graus de liberdade e com o auxilio
do formalismo Lagrangiano, no presente trabalho foram determinadas as frequéncias naturais
de oscilacdo de uma viga bi-engastada com fissura. As frequéncias obtidas sdo dependentes
somente dos parametros estruturais da viga. No entanto foram encontrados valores maiores
comparados com as frequéncias de uma viga sem falha. O entendimento desse modelo
simples, nos permitird avancar no estudo de sistemas com n graus de liberdade e continuos,
submetidos a diversas formas de carregamento que levam a formagdo de trincas e, em casos
extremos, ao colapso da estrutura.

O programa Modellus, através da simula¢do computacional, facilitou a visualiza¢éo do
comportamento dindmico do sistema e dos modos normais de vibracdo encontrados. Sua
utilizacdo é facil e suas possibilidades visuais, com os graficos e animacGes, favorecem a
exploracdo didatica do modelo matematico. Vale destacar também, que o Modellus é um
software livre, distribuido sem custos para fins educacionais e possui uma versdo traduzida
para 0 portugués, o que o torna um instrumento pedagdgico interessante para os professores
dos cursos de Engenharia que podem utiliza-lo em conjunto com as técnicas tradicionais de
ensino.
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MODELING THE NORMAL MODES OF OSCILLATION OF THE
BEAM WITH CRACKS USING MODELLUS

Abstract: Beams are a type of structure that are routinely encountered in engineering works.
In many projects, there is concern about the behavior of these structures under static loads
only; assuming they are implemented slowly and structure remain in equilibrium after some
time. Nevertheless, in many situations the beams can be subject to various forms of dynamic
loads imposing a vibratory state on beams. Therefore, it is essential to understand the
behavior of these structures when subjected to this kind of effort. This paper presents a
theoretical study of the normal modes of vibration of bi-restrained with cracks, which lead to
the depreciation of their mechanical characteristics. The problem was addressed by the
Lagrangian formulation of classical mechanics with application of generalized coordinates. It
has been found that the presence and position of the crack along the beam are factors that
affect the natural frequencies of oscillation of the structure. Through computational modeling
assisted by Modellus program, a simulation was built with the aim of presenting the studied
subject in an interactive, ludic and more didactic way for engineering students.

Key-words: Cracks, Lagrangian Mechanics, Modellus, Beams.



