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Resumo: Este artigo apresenta a pesquisa e o0 desenvolvimento de uma ferramenta
computacional didatica livre e de cddigo aberto para auxiliar no ensino da disciplina de
Estatistica e Probabilidade. Apesar da importancia da Estatistica e 0 nimero crescente de
aplicacdes nas pesquisas cientificas e em empresas, existe uma caréncia de recursos praticos
e de baixo custo que auxiliem no ensino e entendimento dessa matéria, especificamente na
teoria de nimeros aleatdrios e como gera-los. Observando-se essa lacuna foi desenvolvido
um ‘software’, utilizando a plataforma Visual C# Express 2010 que, entre outras funcdes, tem
como principal objetivo a geracdo de séries de nimeros pseudo-aleatorios. Esta ferramenta
conta com a possibilidade de manipulacéo dos parametros dos métodos e tem como principal
diferencial a geracdo de uma imagem da sequéncia com a intencdo de demonstrar aos
usudrios se a série criada realmente € aleatdria ou se pode ser encontrado algum padréo em
sua aleatoriedade e, consequentemente, efetuar a comparacédo entre os métodos analisados.
Com isso, espera-se munir os docentes desta area com um novo instrumento que lhes deem
recursos para lecionar o tdpico de nimeros, bem como conquistar um maior interesse dos
discentes para com a disciplina e suas inimeras possibilidades de aplicacdes em diversas
areas do conhecimento.

Palavras-chave:Probabilidade, Estatistica, NUmeros aleatorios, Ensino, Ferramenta
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1. INTRODUCAO

O ensino de estatistica e probabilidade é de extrema importancia para formagdo em
engenharia, independente da area de atuacdo.A estatistica € uma ciéncia, de carater
multidisciplinar, que fornece ferramentas para uma andlise mais profunda de dados de
diversos ramos, como por exemplo, economia, agronomia, quimica, geologia, matematica,
biologia, sociologia e psicologia(MARCELINO, 2010).Na pesquisa cientifica, aestatistica tem



setembro | Juiz de Fora - MG

sido muito utilizada nos procedimentos de otimizacao de recursos econdmicos, aumento da
qualidade e produtividade, na otimizacdo em analise de decisdes e em previsdes(RAO, 1999).

Muitos conceitos trabalham com a ideia de quantidade de experimentos tendendo ao
infinito, tornando a experimentacdo impraticavel e consequentemente dificultando o
aprendizado. Visando contornar essa dificuldade, muitos educadores utilizam ferramentas
computacionais para poder simular experimentos que possibilitem a visualizagdo do problema
pelos alunos. Suponha um exemplo simples no qual se deseja comprovar a distribuicdo
uniformedos resultados de lancamento de um dado de seis faces. Em uma tentativa préatica de
comprovacao, um aluno faz dez langamentos, obtendo os resultados: 1, 1, 3, 2,5, 1, 6, 1, 5, 6,
parecendo tendencioso e dificil de acreditar que possuem a mesma probabilidade de
ocorréncia. Contudo, sé é possivel visualizar quando a quantidade de experimentos for muito
elevada, exigindo uso computacional para comprovagéao.

Nesse contexto, pode-se inferir que a geracdo de sequéncias aleatdrias é a base para
simulacdo de problemas estatisticos. No entanto, esse tema possui pouca importancia no
ensino atualmente, seja em disciplinas de graduacdo ou pds-graduacdo, e mesmo para 0S
interessados, é dificil encontrar em livros de métodos numéricos temas relacionados a geracdo
de numeros aleatorios (ZIEGEL, E. ET AL., 1987). Existem alguns softwaresque sdo
utilizados no ensino da probabilidade e estatistica, tais como o Matlab, Scilab e Octave, sendo
os dois ultimos livres, porém nenhum deles expfe o assunto de como sdo gerados 0s seus
nameros aleatdrios abertamente em sua documentacdo de ajuda, disponibilizando apenas uma
biblioteca de codigo fechado para realizacdo dessa tarefa.

Como resposta, 0 presente trabalho propde o desenvolvimento de uma ferramenta
computacional livre, de facil instalacdo e interface intuitiva, como objetivo de auxiliar nesta
questdo curiosa na area de probabilidade e estatistica e que é pouco explorada e, de certa
forma, tentar procurar o interesse do aluno com o entendimento da origem destas sequéncias
numeéricas. Com a utilizacdo dessa ferramenta, o ensino desse topico podera ser lecionado
sem demandar tempo excessivo, enriquecendo a experiéncia dos alunos sem prejudicar o
contetido programatico previsto.

2. METODOLOGIA

E importante inicialmente definir aleatoriedade. Aleatoriedade ocorre quando nio se
pode prever o resultado de determinado experimento (YNOGUTI, 2011). Suponha por
exemplo o sinal de um ruido AWGN (Additive White GaussianNoise): mesmo sabendo que
sua média é zero, ndo é possivel dizer qual sera o seu proximo valor. A aleatoriedade ocorre
em alguns processos naturais, por exemplo, o ruido atmosférico, tempo entre estalos de um
contador Geiger de medicdo de radioatividade, entre outros. Mas como gerar numeros
aleatorios em uma das ferramentas mais precisa e deterministica ja construida pelo homem, o
computador, € um questionamento que certamente deve surgir durante o estudo dessa
disciplina.

Existem dois tipos de dados aleatorios, classificados como sendo verdadeiramente
aleatdrio ou pseudoaleatério. A geracdo de sequéncias verdadeiramente aleatdria utiliza-se de
hardwares que coletam dados fisicos imprevisiveis para alimentar determinado algoritmo. Ja
a geracdo de sequéncias pseudoaleatéria baseia-se em algoritmos matematicos recursivos
completamente implementados em computadores (sem alimentacdo de dados coletados
externamente).Portanto, conhecendo-se 0s parametros da expressao matematica, a sequéncia
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passa a ser previsivel. Diversas bibliotecas alteram um dos parametros sem conhecimento do
usuario, tornando a sequéncia imprevisivel para 0 mesmo. Atualmente, existem diversos
algoritmos capazes de gerar sequéncias que se aproximam da aleatoriedade real. Porém sao
periddicas, ou seja, apdés determinada quantidade de elementos, a sequéncia passa a se
repetir.Contudo, a periodicidade de sequéncias pseudo-aleatorias pode chegar a valores da
ordem de 2"~ 1 (com o algoritmo de Mersennetwister(MATSUMOTO e NISHIMURA,
1998), por exemplo), que é um valor extremamente grande e suficiente em qualquer
aplicagéo.

A geracdo de numeros realmente aleatorios € mais trabalhosa, e baseia em hardwares
especificos capazes de captar sinais externos de processos naturais conforme ja mencionado.
No entanto, em diversas aplicacdes, pode ndo se ter disponivel tal estrutura, e por isso é
importante o conhecimento dos métodosde geragdo de nimeros pseudoaleatorios.

Quando se constréi um algoritmo para essa finalidade, deve-se ter em mente que a
distribuicdo deve ser uniforme, ou seja, a chance de sortear determinado valor deve ser a
mesma para qualquer valor quando se considera uma quantidade de experimentos tendendo ao
infinito. Portanto, se uma sequéncia é representada por: 111111111 1, outra sequéncia
representadapor: 101010101 0eoutrapor: 1011001101 Como saber qual é mais
aleatoria? Todas sdo igualmente provaveis de ocorrer, mas intuitivamente preferimos acreditar
que a terceira opcdo é a mais aleatéria. Essa comparacdo para saber o qudo aleatorio é
determinada sequéncia pode ser feita por meio de testes estatisticos. Os testes mais utilizados
e reconhecidos sdo: Testes de Diehard e sequéncia de testes da NIST — Nationallnstituteof
Standards and Technology(RUKHIN, BASSHAM, et al., 2010). A batelada de testesndo séo
triviais de compreender nem de serem implementadas, sendo estudadas e elaboradas por
especialistas na area. Portanto, ndo sdo ensinadas nos cursos de graduacdo nem de poés-
graduacdo em areas de engenharia, deixando para os cursos focados em estatisticas.

Uma forma interessante, porém ineficiente, para que um aluno nao especializado em
estatistica possa se basear para comparar aleatoriedade é a forma visual, ou seja, gera-se uma
imagem de duas dimensdes com os dados da sequéncia aleatoria representando intensidade de
cor em determinada escala. Embora essa abordagem visual ndo deva ser utilizada como um
teste oficial para mensurar aleatoriedade, é uma forma interativa e didatica para que possa
perceber o qudo aleatério é determinada sequéncia.A ferramenta computacional apresentada
no presente trabalho permite essa forma de comparacao.

3. DESENVOLVIMENTO

O objetivo da ferramenta computacional discutida no presente trabalho é de facilitar a
compreensdo da geracdo de sequéncias pseudoaleatorias e possibilidade de comparacdo da
aleatoriedade, temas até entdo discutidos apenas em cursos dedicados a estatistica.

O programa foi desenvolvido na plataforma gratuita, Visual C# Express da Microsoft.
Essa plataforma permite a criacdo de executaveis de facil instalacdo em computadores com
sistema operacional Windows. A ideia é disponibilizar a ferramenta para que possa ser usada e
estudada por qualquer interessado.

A Figura 1 apresenta a tela principal, mostrando alguns métodos congruentes lineares.
A primeira versdao do programa conta com trés algoritmos para comparacgdo, representagdo
grafica do sinal aleatorio gerado, representacdo por histograma a fim de comprovar a
distribuicdo uniforme de determinado método, além da representacdo do sinal gerado em
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forma de imagem bidimensional permitindo validacdo visual da aleatoriedade. Pretende-
sedivulgar a ferramenta com codigo aberto, portanto o usuario podera realizar as alteracdes
que julgar necessario.

ol Gerador de Nameros Aleatérios E@Iﬂ

Arquivo  Projetos

Selecione o método para geracdo de nimeros aleatérios com distribuicio uniforme:
Linear Congruential Generator (LCG)

Parc & Miller "Sinimal Standard" generator
Algoritmo de Schrage =

Figura 1 Tela inicial do programa desenvolvido. Em destaque trés algoritmos implementados.

A seguir sera descrito a ideia principal do algoritmo de gerador linear congruente
misto, e sua variacao, gerador linear congruente multiplicativo, sendo estes os algoritmos
mais basicos, ainda assim muito utilizados(ZIEGEL, E. ET AL., 1987).

3.1. Gerador Linear Congruente Misto.

Este algoritmo utiliza uma férmula de recorréncia com parametros especificos, que
geram a cada iteracdo um inteiro Iy, I, ..., I, onde n é o ultimo termo do periodo. A expressao
recursiva € apresentada na equacéo (1), ondea é denominado de multiplicador, ¢ o incremento
e m o0 mddulo.

J

= al;_; + c¢(mod m) 1)

Pela expressdo, concluimos que a sequéncia tera periodo no maximo igual ao moédulo
m. E preciso especificar parametros a, ¢ e m de tal forma a conseguir maximizar o tamanho da
sequéncia antes de comecar a repeticdo. Observe que é preciso atribuir um valor para o
primeiro inteiro |,, este ¢ o chamado de “semente” da sequéncia. Ainda segundo (Ziegel. et
al., 1987), a escolha dos parametros dependem de uma profunda analise matematica, que foge
do escopo do trabalho. Em(PARK e MILLER, 1988), toda a abordagem tedrica é discutida,
bem como revisdo de alguns métodos que precedem o seu. Em suma, o periodo maximo é
obtido se e somente se m for poténcia de dois; ¢ > 0 e impar; a — 1 é multiplo de quatro.

O valor definido para a semente simplesmente altera o ponto inicial da sequéncia. Em
bibliotecas que implementam esse tipo de algoritmo, o valor para a semente é definido
baseado em valores do relégio do computador, de forma que sempre forneca um valor
diferente de semente, obtendo entdo sequéncias diferentes (com amostras menores que 0
periodo maximo da sequéncia).

Para ilustrar melhor o algoritmo, considere o0 caso em que m = 8,a = 5e ¢ = 1, 0s 16
primeiros termos da sequénciaséo: 1674523016745230 . Observe o periodo igual a
8 elementos, com distribuigdo uniforme, ou seja cada nimero tem mesma chance de aparecer.
Para limitar os valores entre 0 e 1, basta dividir por m — 1, que € o maior valor, obtendo assim:
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0,29 0,43 0 0,143 0,86 1 0,57 0,71. Esse formato normalizado € exigido para alterar a
distribuicdo da sequéncia posteriormente. Essas comparacGes sdo facilitadas pelo
software,permitindo ao aluno testar essas e outras condi¢Ges para selecdo de parametros.

A grande vantagem desse método é sua velocidade, demandando pouco esforgo
computacional, podendo ser utilizada inclusive em aplicacbes embarcadas que precisem de
poucas amostras aleatdrias (sendo limitada pelo valor utilizado para os parametros, ja que se
utilizar, por exemplo, valores de 32 bits, o resultado sera de 64, o que pode ndo estar
disponivel no microcontrolador).

A Figura 2 contém o fluxograma do funcionamento desse algoritmo.

Inicio

Entrada dos
parametros

h 4
Determinando o n-
ésimo elemento

aleatério por meio |
da equacéao (1)

Figura 2 Algoritmo utilizado para implementagao.

3.2. Gerador Linear Congruente Multiplicativo
Esse método é uma alteracdo feita no método anterior. Apds uma série de
consideracdes, Park e Miller apresentam juntamente com uma vasta revisao tedrica alguns
geradores inadequados(PARK e MILLER, 1988). Propuseram uma alteragdo na equagao (1)
tornando ¢ = 0, levando a equacéo (2).

1 = alj(mod m) @)

Note que ainda assim é preciso definir a semente. A proposta é baseada na escolha dos
pardmetros como sendo:
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e a=7"=16807 e m=2%_1=2147483647

Um problema relacionado com essa abordagem é que, conforme ja mencionado, o maior valor
possivel de ser obtido é m — 1, entdo com esses valores propostos, a multiplicacéo de a porm —
1 resultard em um inteiro maior que 32 bits. Outras abordagens como a de Schrage(ZIEGEL,
E. ET AL., 1987)permite a operacdo com inteiros de 32 bits e mddulo também de 32 bits sem
precisar utilizar 64 bits, permitindo a utilizacdo desse gerador com menos de 64 bits,
abrangendo essencialmente qualquer linguagem de programacao atual. N&do convém detalhar a
metodologia do algoritmo de Schrage no presente trabalho. O fluxograma para essa
abordagem é semelhante ao apresentado na Figura 2, alterando apenas a expressao recursiva,
excluindo o pardmetro c.

A grande vantagem computacionalmente é que essa abordagem possui uma soma a
menos por iteracdo, exigindo menor tempo de execucdo. Um detalhe é que o valor da semente
nunca poderé igualar a zero ja que, pela equacéo 2, o resultado sera sempre zero.

De acordo com (ZIEGEL, E. ET AL., 1987), para esse método apenas alguns valores
podem ser utilizados como pardmetros, os quais sao apresentados na Tabela 1, considerando o
valor de m = 2% - 1.

Tabela 1: Possiveis valores para multiplicador no gerador congruente linear multiplicativo.

Possiveis valores dea
16807
48271
69621

3.3.Sobre o software.

Esses dois métodos discutidos foram implementados na ferramenta proposta, podendo-
se alterar os parametros e visualizar a sequéncia, tanto em forma de grafico quanto em forma
de imagem. Outra caracteristica importante do aplicativo é que este direciona o usuario
curioso para algumas referéncias bibliograficas especificas sobre o topico, além de explicar
cada parametro e fornecer valores predeterminados (como 0s mencionados na Tabela 1) para
testes.A Figura 3 ilustra as opgOes informativas sobre os diferentes métodos implementados.
A Figura 4 ilustra um exemplo do menu de ajuda do software proposto e traz informacdes a
respeito do valor predeterminado do parametro m.

Arquivo | Projetos

Métodos 4 ” Gerador Congruente Linear Misto 3 | Ir para o método

Links dteis para estudo 4 Gerador Congruente Linear Multiplicative 3 | Sobre o Método |

Scbre o Programa

Sair

serecormeoTretodo para geracdo de nimeros aleatdrios com distribuicdo uniforme:

-

Figura 3: Opgdes informativas sobre diferentes métodos implementados.
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Arquivo Projetos

Parametros
Seed: 2
M: 2147483646
a: 16807
Tamanho da sequencia a ser gerada Dependendo do valor utilizado para 'M' e 'a', a periodicidade da sequencia &

- alterada. Os valores default foram propostos por Park e Miller apés muito estudo

Férmula recursiva do método

[ ox ]
7y =aZy mod M —

Gerar sequencial [ Voltar 3o Menu Principl ]

Figura 4: Exemplo do menu de ajuda do software proposto.

Apos selecionar os parametros e definir o tamanho da sequéncia, clica-se no bot&o
“Gerar sequéncia!” e aparecerdo a direita da tela, dentro de uma caixa de texto, os valores da
sequéncia, que poderé ser exportada para algum outro programa como Excel ou Matlab para
alguma aplicacdo. Sera permitido ao usuario rodar o teste de aleatoriedade visual mencionado
além de gerar os graficos do sinal, bem como o seu histograma. A Figura 5 apresenta a tela
“Gerador Congruente Linear Multiplicativo” com os parametros m=2147483646 e a=16807.
Para visualizar o histograma, bastaria clicar no botao “Histograma”.

o' Gerador de Nis
Arquivo  Projetos

Parametros

Seed: 2 Sequencia aleatéria:

M 2147483646 9.313226E-10 1565274E-05 0.2630756 0 5114434 0,8288295 0,1378586
DSSSSEHBGWGDGGDHD?&S\ﬂﬂa174|33ﬂl77335304|m3305477779
a 16807 Dm&ms?nzmw?uds?muﬂﬂs 0.3899372 0.6738884
0.2714351 0ﬂ|s‘21ﬂ170ﬂ53371730ﬂ5-054516ﬂ7405732

03132312097717390Wzmezﬂlawmnmﬂxnmesnunﬂzw
65303450559767500121147606128261 07584128 D.7144077 004391841
0.578770,1876862 0 4420459 04658959 0,3122432 08718522 0,2192447
Tamanho da sequencia a ser gerada nm&mmmﬂsznmlmwnzmnuzmzaanmﬂ
om0 <] 0128611
30000 e nenzmnzzmmsﬂwmnﬂezﬂaznﬂmnmwnzm
0.2159111 D.8186377 0.852092 0. 110709 0,6853554 0.768626 D.296756.

rect 057353160204735 4885836{]6538126091]&5147040720309601329
Fémula rsiva do método ‘2541953 0.327071 0,08148122 0.4548366 D, 8108127 03292458
D &uzs?w 0.,9587128 008630252 0 4864342 n 4999593 07747147 D £30102%

Te=ufy mod M EEEEHEEREE

44644430
nsmnmm?@mm
0.1715462 0,1773326 0.4296753 0.5534503 0839965
u 0.2022202 07149265 0. 7693703 0.8069255 0.9974701 043065\17
uz&mnxlslm?nwmz?ﬂazﬂmnmmﬂ181&1560749&35&

Realizar
|
Gerar sequencial Voltar ao Menu annpa\ frorsii

—— Sinal Aleatério

i MHI AR TN L
AV TR LT T ALY TR
LA l“h l

I 1
\Ilmlll‘l

Figura 5: Tela do software apresentado no presente trabalho.
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4. RESULTADOS E CONCLUSAO:

Desenvolveu-se uma ferramenta computacional capaz de gerar séries de numeros
pseudoaleatorios com dois algoritmos diferentes, com mensagens informativas que auxiliam
na utilizacdo do mesmo, além de direcionar para algumas referéncias especialistas no tema em
questéo.

O software contém fungbes para geracao do grafico do sinal aleatério, Histograma e
imagem, permitindo a analise e comparacgdo entre os diferentes algoritmos. Para exemplificar
a comparacdo de ruidos por uma abordagem visual, a Figura 6 (a) apresenta a transformacéo
de um ruido realmente aleatério em imagem, enquanto a Figura 6 (b) apresenta o ruido
transformado em imagem gerado a partir do algoritmo gerador congruente linear misto, com
parametros iguais a: m = 6075, a = 106 e ¢ = 1283 que, conforme visto no topico 3.1, sdo mal
selecionados. Os dados para constru¢do da Figura 6 (a) foram extraidos de um gerador
aleatorio baseado no sinal de ruido atmosférico, o qual é um processo natural e ndo gerado via
expressao matematica(RANDOMNESS AND INTEGRITY SERVICES LTD, 2009). Ja para
a construgdo da Figura 6 (b), foi utilizado o programa em desenvolvimento descrito no
presente trabalho.

(@) (b)

Figura 6: Visualizagdo do sinal aleatdrio (a) e pseudoaleatdrio (b) em forma de imagem.

A Figura 6 (b) possui uma resolucdo de 300 x 300, ou seja, representa um sinal de
90000 amostras. A Figura 7apresenta 0 mesmo sinal sendo observado em forma de grafico.
Note que é muito mais dificil reconhecer padrdes, além de limitar a quantidade de pontos a
representar (essa mesma figura foi construida com apenas 2000 pontos), tornando a
representacdo por imagens uma alternativa muito mais interessante. A Figura 8mostra o
histograma da sequéncia gerada. Note que possui uma distribuicdo uniforme, o que néo
impede de possuir padrdo no sinal.
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— SINAL ALEATORIO

il
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0 500 1000 1500 2000
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Figura 7: Grafico gerado no software proposto.

= HISTOGRAMA

10000

6000

2000 1

0

0 0,2 0.4 0,5 0.8 1,0
VALOR DO ELEMENTO DA SEQUENCIA

Figura 8: Histograma gerado no software proposto.

Apresentando essas trés formas de analise da sequéncia, o aluno pode comparar e
compreender melhor 0s conceitos relacionados a geracdo de numeros aleatorios e
pseudoaleatorios, somado ao fato de o aplicativo ter sido desenvolvido em plataforma
gratuita, e de codigo aberto, o que torna essa aplicacdo muito interessante para o ensino de
estatistica, probabilidade e programacdo em engenharia.
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DEVELOPMENT OF A COMPUTATIONAL TOOLFOR GENERATING
RANDOM NUMBERS WITH VISUAL TESTS FOR SUPPORT THE
TEACHING OF STATISTICS AND PROBABILITY

Abstract: This paper presents the research and development of a free software tool and open
code to assist in teaching the discipline of Statistics and Probability. Despite the importance
of statistics and the growing number of applications in scientific research and companies,
there is a lack of practical and low cost resources that help in teaching and understanding of
this subject, as random numbers and how to generate them effectively. Observing this
problem, we developed anopen source software, using Visual C # Express 2010 platform,
which is designed for the generation of pseudo-random number series. This tool offers the
possibility of manipulating the parameters of the method, and itsmajor feature is the
generation of an image to demonstratethe true randomness of a specific series. It also offers
the possibility to compare two images of different series, allowing the detection of hidden
patterns in series. Thus, this article shows a new instrument for teaching, providing resources
to teach the topic of random numbers and its applications in various areas of knowledge.

Key-words:Probability, Statistics, Random Numbers, Education, Computational Tool;



