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Resumo. Neste trabalho apresentam-se o desenvolvimento matematico e a implementacéo
computacional de modelos fisicos discretos nas é&reas de Mecénica, Hidraulica,
Transferéncia de Calor e Eletricidade buscando-se sistematizar suas solugdes em regime
estacionario. A metodologia aqui apresentada permite ao aluno, de um curso introdutério do
Método dos Elementos Finitos, revisar e sedimentar conceitos previamente estudados nas
diversas  areas  supracitadas, equacionar = matematicamente e  implementar
computacionalmente suas solucdes. Apds essa fase, o aluno estara mais bem preparado para
lidar com a solucdo discretizada de problemas continuos. Utiliza-se para implementacéo
computacional o programa MATLAB, onde se explora recursos de programacdo de alto
nivel, a exemplo de recursos de estrutura de dados e tratamento de matrizes esparsas.
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1. INTRODUCAO

Diversos problemas de engenharia sd0 regidos por equagdes diferenciais ou sistemas
de equaches diferenciais que s8o matematicamente equivalentes. A solugdo analitica destes
problemas é dificil ou impossivel de ser obtida, requerendo em geral uma solugéo
aproximada, que pode ser obtida por alguma técnica de discretizagdo como o método dos
elementos finitos ou 0 método das diferencas finitas. Este artigo apresenta uma metodologia
que visa padronizar os conceitos, formulagdo matemética e implementacdo computaciona de
sistemas discretos mecanicos, hidréulicos, elétricos e térmicos, permitindo assim ao auno,
gue inicia o curso profissionalizante de engenharia, a lidar com os procedimentos de solucéo
utilizados normalmente nas técnicas de aproximagdo e a sedimentar os conceitos bésicos
destas &reas, através da sistematizacdo e implementacdo de suas solugdes.



2. MODELOS FisICOS

Na apresentacdo dada a seguir, procura-se unificar o equacionamento matemético e a
implementagdo computacional dos modelos fisicos discretos mecanicos, térmicos, hidréulicos
e el étricos em regime estacionario.

A formulag&o apresentada baseia-se nas idéi as apresentadas em Kwon e Bang (1996) e
Bathe (1982). A representacdo desses modelos sera baseada em dois tipos basicos de
entidades denominados nés e elementos, conforme desenho esguematico apresentado na Fig.
1.
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Fig. 1. Representacdo esquemética dos nds, elementos e sistema global de coordenadas para o
modelo mecanico

2.1 Relagdes bésicas

Asleisfisicas deverdo ser satisfeitas nos nés e nos elementos que compde cada tipo de
modelo, que se caracteriza também pelas relagbes congtitutivas em cada elemento e pelas
relacBes de compatibilidade nodal. Na Tabela 1 estéo resumidas as relages basicas para cada
tipo de modelo fisico e na Tabela 2 as grandezas fisicas pertencentes a cada modelo e
representadas pelas letrasf , u ek.

Tabela 1 - Relagbes basicas

Sistemas Le Fisica Constitutiva Compatibilidade
Mecanico  Equilibrio de Forcas Lei de Hooke Deslocamento
Hidraulico Cont. de Fluxo Lel de Darcy Presséo
Térmico Cont. de Fluxotérmico  Lel de Fourier Temperatura
Elétrico Cont. de Corrente Lei de Ohm Voltagem

Tabela 2 - Grandezas fisicas
Sistemas f u Kk
Mecénico Forga Deslocamento  Coeficiente de rigidez
Hidraulico Vazéo Presséo Fator de carga
Térmico Fluxodecalor Temperatura Coeficiente de conducéo de calor
Elétrico  Corrente Voltagem Condutancia

2.2 Sistemas de coordenadas

A representacdo das grandezas fisicas vetoriais, ou sgja, a forca e deslocamento do
sistema mecanico e a vazao, o fluxo de calor e a corrente nos modelos hidréulico, térmico e
elétrico respectivamente, requerem a definicdo de um sistema de coordenadas. Para
representa-las foram definidos trés sistemas de coordenadas, denominados sistemas global,
local e interno. Na Fig.1 esta representado o sistema de coordenadas global para o sistema
mecanico e na Tabela 3 os sistemas interno e local para cada modelo fisico. A representagdo
do sistema global nos demais modelos foi definida como positiva nos casos em que a vazéo, 0
fluxo de calor e a corrente entram no sistema.



Tabela 3 - Sistemas de coordenadas
Sistemas Interno Locd
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Hidréulico

Térmico

Elétrico

2.3 Matriz constitutiva do elemento

A caracterizacdo das propriedades fisicas de cada modelo € definida pelas relagdes
constitutivas no sistema interno de coordenadas através da equagéo:

f =a*kxu, -u,) D

onde f, u e k sdo as grandezas fisicas apresentadas na Tabela 2 e a um fator de corregdo que
tem valor unitario para o0 modelo mecéanico e -1 para o0s outros modelos. Os indicesi e j na
variavel u referem-se aos nos de extremidade do elemento (Tabela 3).

Relacionando as grandezas nodais de um elemento n (no sistema local) com as
grandezas no sistema interno, tém-se as seguintes relagdes no elemento, que satisfazem as leis
fisicas apresentadas na Tabela 1
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gue pode ser representada matricialmente naforma

fr =k " 3)

e e

Organizando as matrizes e vetores de todos 0s el ementos em um sistema de equagdes
lineares Unico, obtém-se

fE :ké mé (4)
onde
1.0
f, =tf2y (5)
i
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u, = fuy (6)
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2.4 RelagOes nodais

Em cada no6 deverdo ser satisfeitas as leis fisicas e as relaces de compatibilidade. Para
um né m as leis fisicas poder&o ser representadas através da equagdo

N
i=

f =4 f (8)

N

onde N € o nimero de elementos conectados ao nd m, f_a grandeza fisica f globa associada
aondme f' agrandezafisicado ndé m do elemento i. Organizando matricialmente para todos
0S nos, pode-se equacionar naforma

f =HX, 9

onde H é denominada matriz de equilibrio para o sistema mecanico e de continuidade para os
demais e f é o vetor global das grandezas fisicasf.
De modo equivalente, as relagctes de compatibilidade nodal podem ser descritas pelas

equacoes

u =Axu (10)

e

onde A é amatriz de compatibilidade e u é o vetor global das grandezas fisicas u.
2.5 Equacionamento
Relacionando as Equagdes (4), (9) e (10), chega-se a seguinte expressao:
f=Kx (11)
onde K é amatriz global associada as grandezas fisicas k que pode ser obtida pela equagdo
K =HxX, A (12)

Em geral, nos sistemas mecanicos K é denominada matriz de rigidez da estrutura, nos
sistemas hidraulicos matriz de pressdes, no sistema elétrico matriz de conduténcia e no
térmico matriz de conduc&o de calor.

A montagem da matriz K pode ser feita pelo método direto, evitando a montagem e a
multiplicagdo das trés matrizes da equacéo (12) e reduzindo assim o esforgo computacional
durante a solugéo. Este procedimento consiste em observar a influéncia que a matriz local de
cada elemento (k!) tem na montagem da matriz K. Na Figura 2 apresenta-se
esquematicamente este resultado. Observa-se que 0 numero das linhas e das colunas em
relacdo as quais um elemento n est4 associado esté relacionado com o nimero dos nds aos
guais €le esta conectado.
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Fig. 2. Posicdo damatriz local do elemento n namatriz K do modelo

2.6 Condicoes de contorno

Na Equacdo (11), parcela das incognitas esta associada ao vetor u e parcela ao vetor f,
requerendo um rearranjo das equagOes para obtencdo da solucdo. Para solucionar este
problema, evitando o rearranjo das equagdes e facilitando a implementagdo computacional,
adotou-se 0 método da penalidade, que consiste em somar um ndmero b de ordem de

grandeza elevada a todos os elementos da diagonal da matriz K que estgjam associados a
valores prescritosde u (u, ) no vetor u e substituir estas mesmas posi¢oes no vetor f pelo fator

b X . Resolvendo-se o sistema de equagdes modificado obtém-se a solucéo.

3. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A implementacdo computacional do equacionamento anteriormente apresentado foi
feita no programa MATLAB 5.2, onde foram explorados recursos de programagao de alto
nivel. Dentre estes recursos se destacam: o tratamento de matrizes esparsas, 0S recursos de
estruturacdo de dados e as técnicas de vetorizacdo das operagdes matriciais.

3.1 Estrutura de dados

A estrutura de dados definida baseia-se nos nés e nos elementos do modelo. Para cada
uma destas entidades definem-se estruturas que representardo seus dados. Para 0os nés
definem-se dois campos visando representar as grandezas fisicas f e u e para os elementos
definem-se campos para armazenar sua conectividade (nimero dos nés aos quais eles estdo
conectados), seu coeficiente k e sua grandeza fisica f. A representacdo deste esquema na
linguagem de programacdo do MATLAB esta mostrada na Fig. 3.

elem(1l).k = 20*10"6;
elem(l).cnt = [1 2];

no(1).u
no(1).f

1; %valor prescrito
[1; %val or desconhecido

Figura3. Estrutura de dados para os elementos e nés

3.2 Algoritmo de solugéo e fungées do MATLAB

A solugdo de um problema requer a determinagdo em cada né das grandezas nodais u
ou f desconhecidas no sistema global de coordenadas e das grandezas f no elemento no
sistema interno de coordenadas. As principais etapas de solucdo de um problema genérico
estdo resumidas no algoritmo apresentado na Fig. 4.



Definicéo dos dados de entrada

Montagem da matriz K e do vetor f

Estabel ecimento das Condic6es de Contorno
Soluco do sistema de equagtes modificado:
Ku=f

Célculo das grandezas fisicasf nos elementos
Célculo das grandezas nodais desconhecidas u e f
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Figura4. Algoritmo de solugéo

A fungdes do MATLAB para as etapas 2, 3, 5 e 6 do algoritmo da Fig. 4, estéo
representadas respectivamente nas Figs. 5, 6, 7 e 8.

function [fg, kg] = kfgl obal (el em no)
% Funcdo para nmontar K e f

% Num de el enentos e de graus de noés
nel em = | ength(el em;
nnos = | ength(no);

% Defini¢cdo da matriz K conp esparsa
kg = sparse(nnos, nnos);

for i=1:nelem
% Matriz | ocal dos el ementos
ke = elemi).k * [1-1; -1 1];
% Vet or de conectivi dades
cnt = elen(i).cnt;
% Mont agem da matriz K gl obal
kg(cnt,cnt)= kg(cnt,cnt) + ke;
end

% Mont agem do vetor T
for i=1:nnos
if isenpty(no(i).fp)

fg(i) = 0;
el se
fg(i) = no(i).fp;
end
end
fg =fg';

Figura5. Fungdo .m do MATLAB paramontar K e f



function [fga, kga] = contorno(kg, fg, no)
% Funcdo para definicdo das condi ¢des
% de cont orno

nnos = | ength(no);

beta = 10"20*max(di ag(kg));
kga = kg;

fga = fg;

for i=1:nnos
if isenpty(no(i).f)
kga(i,i)= kg(i,i) + beta;
fga(i) = beta * no(i).u;
end
end

Figura6. Funcdo .m do MATLAB para estabelecer as condi¢des de contorno

function elem = felemel emu, al fa)
% Funcao para cal cul o da grandeza fisica
% f nos el enent os

nel em = | ength(el em;
for i =1:nelem
noi elen(i).cnt(1);

noj = elen(i).cnt(2);
du = u(noj)-u(noi);

elen(i).f = alfa * elen(i).k * du;
end

Figura7. Funcdo.m do MATLAB paracélculo def nos elementos

function no = fnodal (no, u, kg)
% Funcao para cal cul o da grandezas nodai s

nnos = | engt h(no);
for i=1:nnos
if isenpty(no(i).f)
no(i).f = kg(i,:)*u;
el se
no(i).u = u(i);
end
end

Figura 8. Fun¢do .m do MATLAB paracéculo def eu nos nds

4. EXEMPLOS

A seguir apresentam-se dois exemplos ilustrativos de um modelo mecénico e de um
modelo hidraulico. Em cada caso ilustram-se as potenciaidades da formulagdo matemética e
da implementacéo computacional apresentadas.

4.1 Exemplo mecanico
Na Fig. 9 apresenta-se 0 desenho esgquematico do modelo que serd analisado neste

exemplo. Os seguintes valores foram atribuidos para os coeficientes de rigidez das molas: k; =
300 kN/m, ko = 200 kN/m, k3 = 300 kN/m, ks = 200 kN/m, ks = 300 kN/m. No né 1, o



deslocamento u; € nulo (valor prescrito) e no n6 4 aforga f4 tem valor 10 kN com as forgas
Nnos outros nés nulas.
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Fig. 9. Desenho esquemético do modelo mecanico

Na Fig. 10 apresenta-se o arquivo com os dados de entrada e o algoritmo de solucéo.

clear all
alfa = 1; % Probl ema necani co

% Dados dos el enent os
el em( 1) . k=300;
elem(1l).cnt=[1 2];
el em( 2) . k=200;
elem(2).cnt=[2 3];
el em(3) . k=300;
elem(3).cnt=[2 3];
el em( 4) . k=200;
elenm(4).cnt=[2 4];
el em(5) . k=300;

el enm(5).cnt=[3 4];

% Dados nodai s
no(1).u = O;
no(2).f = 0;
no(3).f = 0;
no(4).f = 10;

% Al goritno de sol ucéo
% Matriz K e vetor f gl obal
[fg,kg] = kfglobal (el em no)

% Condi ¢6es de contorno
[fga, kga] = contorno(kg, fg, no);

% Vet or dos desl ocanent os
u = kga\fga;

% Vet or das focas normais (el enento)
elem = felen(el emu, al fa)

% Cal cul o das grandezas f e u nos nés
no = fnodal (no, u, kg);

Fig. 10. Arquivo do MATLAB com os dados de entrada e o algoritmo de solugdo do exemplo
mecanico

NaTabelalV estéo apresentados os resultados da andlise para os elementos e nos.



Tabela 4 - Resultados — Exemplo 1

Elemento f (KN) N6 u(m) f(kN)
1 -10.00 1 0000 -10

2 1.93 2 0033 O

3 2.90 3 0043 O

4 5.16 4 0059 10

5 4.83

4.2 Exemplo hidraulico

Na Fig. 11 apresenta-se 0 desenho esguematico de um modelo hidraulico. Os
seguintes valores foram atribuidos para o fator de carga k para os elementos tubulares: k;=3

m/s’

k
\®) ‘1)

fa, Us

\

k3A
%\

k

ks
9 ‘f} u5
® <—

ke @

_f7, 07

A% —>

©x

f, Uy

Nk

f

Ke

klO

f3, Us

33

fe, Us

74

Fig. 10. Desenho esquemético do modelo hidréaulico

ko= 5 m/s, ks= 3 M/, ka= 2 M/, ks= 2 M/, ke= 2 m/S%, k= 4 m/<%, k= 2 M/, ko= 3 M/,
kio= 3 m/s>. No né 1 tem-se um valor de pressdo prescrito de 10 m e no né 7 uma vazo,
saindo do sistema, de 8 m*/s sendo os outros val ores nodais com vazio nula.

Observa-se pelas conectividades dos elementos mostradas na Fig. 12 que o sentido
positivo para o fluxo no sistema interno de coordenadas é aguele representado pelas setas
azuis na Fig. 10. A seqiiéncia de definicdo dos nos das conectividades altera apenas o sina da

vazao nos elementos.

Nota-se ainda que, para estes modelos fisicos, a prescricdo apenas das grandezas
fisicas globais f levara a uma singularidade na matriz K, fazendo com que ndo exista solucéo

anica para o problema.

Tabela 5 - Resultados — Exemplo 2

Elemento  f (kN) NG u(m) f(kN)
1 8.00 1 1000 8
2 4.04 2 733 0
3 2.28 3 661 0
4 1.66 4 653 0
5 2.08 5 643 0
6 -1.94 6 552 0
7 3.97 7 152 -8
8 8.00

9 0.06

10 0.20




clear all
alfa = -1; % Probl ena hidraulico

% Dados dos el enent os

elem(1l).k = 3;
elem(l).cnt = [1 2];
elem2).k = 5;
elem(2).cnt = [2 4];
elem3).k = 3;
elem(3).cnt = [2 3];
elem(4).k = 2;
elem(4).cnt = [2 5];
elem5).k = 2;
elenm(5).cnt = [3 6];
elem6).k = 2;
elem(6).cnt = [6 5];
elem(7).k = 4
elem(7).cnt = [4 6];
elem8).k = 2;
elem(8).cnt = [6 7];
elem9).k = 3;
elem(9).cnt = [4 5];

el em(10).k = 3;
el en(10).cnt =[3 5];

% Dados
no(1).
no(2).
no(3).
no(4).
no(5).
no( 6).
no(7).

S
o
Q
o
v

—h —h —h —h —h —h
! =
oo

% Ver Fig. 10 para o algoritno de
% sol ucéo

Fig. 12. Arquivo do MATLAB com os dados de entrada do exemplo hidraulico
5. CONCLUSOES

O equacionamento e a implementacdo computacional apresentados permitiu unificar os
procedimentos de solucdo para sistemas discretos em regime estacion&rio. No exemplo
apresentado foi possivel, através da implementacdo feita para um modelo genérico, obter a
solucéo de um model o mecéanico e um modelo hidraulico discreto em regime estacionério.
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