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Resumo. No presente trabalho apresentamos uma possibilidade para iniciar o Calculo
Diferencial e Integral no curso noturno de Engenharia da Escola de Engenharia Maua. O
primeiro objetivo desta proposta € o estabelecimento de uma ponte com o Ensino Médio. Em
segundo lugar, suprir uma necessidade sempre manifestada pelos professores de outras
disciplinas, como Quimica e Fisica, no que diz respeito as dificuldades dos alunos na leitura e
interpretacdo de graficos. Partindo das funcbes elementares - primeiro e segundo grau, valor
absoluto e inverso de um namero real — em sua forma mais simples, a idéia é a de trabalhar com
as fungdes do mesmo tipo, porém mais gerais, tornando visiveis as transformacdes ocorridas no
plano, como translagdes, simetrias, reflexdes. Finalmente, a solucdo de equacgdes e/ou
inequacdes envolvendo tais funcBes é observavel no gréfico, sendo que as operagdes algébricas,
que, por si sO, seriam muitas vezes magantes e desprovidas de sentido, adquirem relevancia, ao
ser explicitada sua necessidade e significado.

Palavras-chave: Ensino de Calculo, Funcdes elementares, Calculo no microcomputador,
Gréficos.

1. INTRODUCAO

O presente trabalho apresenta uma possivel abordagem para iniciar o curso de Céculo
Diferencia e Integral, estabelecendo uma ponte com o Ensino Médio, onde a matematica
estudada pelos alunos apresenta-se fragmentada, com diversas lacunas e auséncia de significado
em varios topicos. No contexto do curso inicial de Calculo, ja pensando nas idéias e conceitos
gue serdo trabalhados, aparece a grande importéncia do estudo das fungdes elementares, ndo



como uma simples repeticdo do que ja foi feito, mas segundo uma nova ética e utilizando o
microcomputador.

O projeto foi desenvolvido com os alunos do primeiro ano do periodo noturno, do curso de
Engenharia da Escola de Engenharia Maua. A disciplina de Célculo | faz parte do elenco das
disciplinas obrigatorias para o primeiro ano e a carga horéria semanal atribuida é de 2 horas-aula
tedricas para grupos de 80 alunos e 2 horas-aula de exercicios para grupos de 40 alunos. Existem
seis professores envolvidos com o trabalho, um deles exercendo a coordenagdo. A equipe dispos-
se a elaborar material apropriado, além de adotar o livro texto Calculo com Geometria Analitica,
volume 1, de George F. Simmons.

As aulas tedricas, por serem programadas para grandes grupos, continuaram com um enfoque
bastante expositivo, buscando, no entanto, provocar a0 maximo a discussdo e a reflexdo dos
alunos.

As aulas de exercicios, por serem programadas para grupos menores, puderam ser plangadas
de umaformata que os alunos passaram ater uma interagdo mais eficaz, trabalhando em grupos
de quatro ou cinco, e com o microcomputador, conectado ao canh&o de projecdo, sempre presente
na sala de aula. Foi utilizado um programa gréfico — Winplot — que € freeware, disponivel na
Internet e, portanto, acessivel atodos.

2. O DESENVOLVIMENTO DO PROJETO

Nas aulas tedricas iniciamos o trabalho através de um texto que discorre sobre as idéias do
Célculo, trazendo um pouco da historia relativa as descobertas de Newton e Leibniz. A seguir,
comegcamos a estudar a questdo da variacdo das funcles, partindo do conceito fisico de
velocidade, visando o estabel ecimento do conceito de derivada de uma fungéo num ponto.

Nas aulas de exercicios, paralelamente, comecamos o estudo das fungdes elementares. Ai
sim, aconteceram as grandes modificagGes buscando o estabelecimento da ponte com o Ensino
Médio.

A partir de exemplos do cotidiano, retirados de reportagens de jornais e de coleta de dados
empiricos, trabalhamos os conceitos de par ordenado, variavel independente e dependente,
funcdo e sua representacdo gréfica. Em seguida, passamos a trabalhar com as fungdes primeiro e
segundo grau, inverso de um ndmero real ndo nulo, modular, exponencial , logaritmica e
trigonométricas.

2.1 A funcgéo do primeiro grau

Iniciando com afuncdo f(x)=x, cujo gréfico, em geral ndo trazia problema para os alunos,
comegamos 0S questionamentos:



Como éo graficode f(x)=ax,com a>0, comparadocomode f(x)=x,nocaso a>1e
nocaso 0<a<1?

2y »
A retaficamenos
inclinada quanto
menor o valor de a.

A retaficamais
inclinada quanto
maior o valor dea.

Figural: O gréfico de Figura2: O gréfico de
f(x) = x eogréficode f(x) = x eogréficode
f(x) = ax,coma > 1. f(x) =ax,com0<a<1.

Como éo graficode f(x)=-x, comparadocomode f(x)=x?

Asretas
simétricaem
relacdo aos
eixos.

Figura3: O gréfico def(x) = x eo grafico def(x) = - x.

Como € o grafico de f(x)=ax, com a<0, comparado com o de f(x)=-x, no caso
a<-lenocaso -1<a<0?

y

y .
. A retafica
A retafica S
S menos inclinada
mais inclinada ;
quanto maior o valor
quanto
dea.
menor o valor de a.

X

Figurad: O graficodef(x) =-x e

Figura5: O graficodef(x) =-x eo
o grafico def(x) = ax,coma < - 1.

gréficodef(x) =ax, com -1<a<0.



A mudanca de inclinagdo foi facilmente verificada na tela. As idéias de simetria se tornaram
extremamente presentes.

A seguir, novas questoes.

Como éo graficode f(x)=x+b,com b >0, emcomparacdo ao de f(x)=x7?

A reta b
“sobe’

Figura6 : O gréfico def(x) = x eograficodef(x) =x +b,com b > 0.

Como éo graficode f(x)=x+b,com b <0, emcomparacdo ao de f(x)=x"?

A reta
“ desce”

Figura7: O gréfico def(x) = x eograficodef(x) =x+b,com b <0.

Aqui aidéiade trandacdo de um gréfico foi fortemente enfatizada.

Finalmente, para esbocar o grafico de f(x)=ax+b, passaram a ser considerados os
passos intermediarios. esbocar o gréfico de f(x)=x, f(x)=ax, e depois f(x)=ax+b,
observando haver ocorrido uma mudanca de inclinagdo e posteriormente uma translagéo.

Ao longo desse processo de questionamentos, algumas inequacdes, envolvendo fungdes
de primeiro grau, foram propostas e resolvidas pelos alunos, sempre com a realizagdo dos
gréficos das funcbes, para, em seguida, redizar célculos agébricos cuja importancia e
necessidade era explicita a partir do gréafico.



Exemplo : Resolver ainequagao - 2x+%3 5x- 4.
Solucéo :

Resolvemos a equagéo :
- 2x+E =5x- 4
2

g:7x
2

Figura 8 : A solucéo dainequacéo
€ o intervalo assinalado.

Assim, para X =% ocorre a igualdade entre as duas fungdes envolvidas na inequagéo
proposta. A partir do gréfico observamos que a funcéo do primeiro membro € maior ou igua a do
segundo membro, isto é, seu grafico estd acima ou coincide sempre que X £ % Logo,
90_u 9u

14) 0 " 1al

Dessa forma, evitamos a resolugdo puramente algébrica de inequactes onde, norma mente, os
alunos se atrapalham ao lidar com o sinal de desigualdade, possuindo apenas algumas lembrancas
e nenhuma clareza a respeito de técnicas operatorias envolvendo desigual dades.
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|

2.2 A funcgéo do segundo grau

Com a fungdo do segundo grau, o encaminhamento foi semelhante. Partindo da funcéo
f(x) = x?, os questionamentos foram os seguintes:

Como é o gréfico de f(x)=ax®, com a >0, em comparaco ao gréfico de f(x)= x>, nos

caosa>1e0O<a<l1l?

T T

A pardbola “fecha’ A pardbola “abre”

quanto maior o quanto menor o

valor dea.. valor de a.
Figura9: O grafico de Figura 10 : O gréfico de
f(x) =x“ eogrdficode f(x) = x* eogréfico de

f(x) = ax’, coma > 1. f(x) =ax*,com0<a< 1.



Como é o gréficode f(x)=- x> em comparagdo de f(x)=x*?

y

As parabolas
s80 simétricas em
€elacdo ao eixo x. x

Figura1l : O gréfico de f(x) = x*
eogréfico de f(x) = - X%

Como € o gréfico de f(x)=ax*, noscasos a<-1 e -1<a<0, em comparacio ao de

f(x)=-x?
T
y
A parébolafecha A pardbola abre
quanto menor o quanto maior o valor
valor dea. dea.

Figura12: O gréfico def(x) = - x* e Figura13: O gréfico def(x) = - x* eo
o gréfico def(x) = ax? coma < -1. gréfico def(x) = ax? com-1<a<0O.

A mudanca de inclinagdo da curva foi naturamente observada e novamente, a idéia de
simetriafoi enfatizada. A seguir, novas questoes:

Como é o gréficode f(x)=x*+c,com ¢ >0 ou ¢ <0, em comparagio a0 de f(x)=x*?

i | A parébola
A parébolal “desce”
“sobe’
Figura14 : O gréfico def(x) = x* e Figura15: O gréfico def(x) = x* e

o gréfico def(x) = x* + ¢, com ¢ > 0. o gréfico def(x) = x* + ¢, com ¢ < 0.



A idéia de trand ac8o ja estava presente e, neste caso, a descoberta foi mais rgpida.

Como € o grafico def(x)=(x+b)*>, com b>0 ou b<0, em comparagio ao de

f(x)=x2?
y y
A pardbolase A pardbolase
deslocaparaa deslocaparaa
esquerda. direita.

Figural7 : O gréfico def(x) = x* eo Figura18: O gréfico def(x) = x* eo
gréfico def(x) = (x + b)?, comb > 0. gréfico def(x) = (x + b)?>, comb < 0.

Neste caso a questdo era esclarecer que a adi¢do de uma constante a variavel independente
provoca uma translagdo horizontal, uma vez que (-b), em f(x)=(x+b)?, exerce 0 mesmo
papel que 0 exercia nafuncdo inicial f(x)=x>.

A partir, dai tudo ficou razoavelmente natural.

Partindo de casos particulares, a fungdo do segundo grau foi trabalhada completando
guadrados, para se chegar naguilo que, de modo geral, pode Ser expresso da seguinte maneira
e bd b’-dac

f(x)=ax’ +bx+c=afx+—= -
()= 2y m

Assim, o grafico da fungdo do segundo grau passou a ser obtido através de uma sucessdo
.2

de gréficos intermediarios. f(x) = x?, umatranslagdo horizontal, f(x):$<+2£a9 , Seguida de
e a

2
uma mudanca de inclinagéo f(x)=a gx + Zia_ para, finamente, com uma translacéo vertical,
a

b b2-4ac
obter o gréficode f(x)=a x+—— -
J ()= >© 2a g 4a

, COMO mostram as Figuras 19, 20, 21 e 22.



Figura19 : O gréfico de f(x) = x°.

T

D&

Figura2l: O gréfico de f(x)= a9x+

2

bo

aﬂ

Ocorreu uma mudanca de inclinagdo em

comparagdo ao grafico de f (x) = gx +

bo.
2ag

I\J"
S|

Figura20: O gréfico de f(x) = 9x+ b °
2ag
Ocorreu uma translagdo horizontal de 2_b
a
em relagdo ao gréfico de f(x) =x>.
_b?- 4ac \
4a
-b
2a
Figura22: O gréfico de £ (x)= agx + 2 ¢ _b’-dac
ag 4a
Ocorreu uma translagdo vertical de - b? ;14‘30 em
a

relagio ao gréfico de f(x) = aqx ®, bo
2ag



Neste instante, as idéias sobre movimentos no plano ja estavam mais claras para 0s
alunos, amaior dificuldade residiu em completar quadrados.

As inequagdes, envolvendo fungdes do segundo €/ou do primeiro grau, passaram a ser
resolvidas sempre com o enfoque gréfico, além daguele algébrico, agora repleto de significado.
Graves erros passaram a ser evitados.

3. CONSIDERACOES GERAIS

A abordagem apresentada e descrita nos casos da fungdes do primeiro e do segundo graus
pode ser utilizada no &mbito das outras funcdes elementares. As idéias envolvidas sGo muito
gerais e facilmente se transferem.

A manipulagdo puramente algébrica € sempre uma questéo delicada e repleta de dificuldades
para os alunos ingressantes na Universidade. Ela se sustenta, muitas vezes, em regras mal
estabelecidas e, principalmente, desprovidas de significado.

O resultado do enfoque dado pode ser observado num outro contexto como o da resolugéo de
equagdes diferenciais ssimples que foram colocadas nas aulas tedricas, durante o trabalho com

dy

derivagdo, antes de iniciar a integracdo. No caso de, por exemplo, — =2x, 0s aunos nao
X

tiveram dificuldade aguma em verbdizar que a solucdo € uma familia de funcBes
y(x)=x*+C, C1 A. De fato, todas essas funcdes apresentam, para um dado X, , @ mesma

inclinagdo, ou seja, as retas tangentes nos pontos( x,,x2 +C), C1 A, so todas paralelas.
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