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Resumo: A análise de velocidade e de aceleração de mecanismos de 4 barras é objeto de muitos estudos. Há diversos métodos disponíveis que geralmente envolvem esforços matemáticos ou computacionais relativamente grandes. Formas e abordagens diferentes existem e o emprego de recursos com programação em computadores, de planilhas de cálculos, como MS Excel, ou calculadoras programáveis. Tais recursos, permitem a criação e a simplificação de métodos buscando maior rapidez e precisão nos resultados da análise. Este trabalho apresenta um método que permite resultados altamente precisos e que exige pequenos esforços matemáticos e computacionais. Consiste em utilizar os conceitos fundamentais da Cinemática adaptando-se um procedimento matemático adequado de cálculos de velocidade e de aceleração de pontos de interesse do mecanismo. Usando-se uma abordagem geométrica é possível fazer a análise cinemática do mecanismo, identificar rapidamente os sentidos e as direções das velocidades e das acelerações dos pontos de interesse escolhidos. Os resultados obtidos com a utilização deste método demonstraram que o mesmo permite facilidade de implementação, precisão, confiabilidade e rapidez no processamento.
Palavras-chave: Análise cinemática de mecanismos 4 barras, Cálculos de velocidade e aceleração de mecanismos, Análise computacional de mecanismos
1 introdução

O projeto e a análise cinemática de mecanismos articulados planos é em vários casos um grande problema no ensino de disciplinas relacionadas com este tópico. Geralmente são desenvolvidas abordagens complexas que envolvem equações diferenciais, cálculos vetoriais e matriciais e que requerem elevados esforços matemáticos e computacionais. Os procedimentos gráficos, quando utilizados, são adequados para a análise cinemática de poucos pontos de interesse. Entretanto, não permitem alta precisão nos resultados, principalmente se executados manualmente. Além disto, têm limitações técnicas tais como dificuldades nos traçados, definição de escala conveniente, problemas com as pequenas diferenças existentes nos ângulos de direções dos vetores de velocidade ou de acelerações. Devido a estas dificuldades ocorrem erros maiores nos resultados comparados com os valores corretos.
A utilização de um método alternativo, o qual permite evitar os problemas já citados é apresentado neste trabalho. Este método permite melhor visualização e compreensão do funcionamento do mecanismo em estudo, proporcionando facilidade de implementação ao se utilizar calculadoras programáveis ou planilhas eletrônicas.  
No tópico seguinte é apresentada uma descrição sobre os mecanismos planos e de 4 barras.

2 MECANISMOS PLANOS DE 4 BARRAS
Um mecanismo plano de 4 barras é um sistema mecânico composto de elementos articulados. O estudo de posição, de velocidade e de aceleração dos mecanismos articulados é realizado considerando-se idealmente apenas as barras de ligação com as respectivas articulações, visando a simplificação.

Outro aspecto importante a ser mencionado é que de uma forma geral a análise de posição, de velocidade e de aceleração em mecanismos articulados é feita considerando-se as barras como corpos rígidos. Consideram-se também as articulações sem folgas e sem interferências.
A figura (1) apresenta um esquema básico de um mecanismo de 4 barras com as representações normalmente usadas na análise de posição, de velocidade e de aceleração. A convenção de sempre numerar as peças começando com o suporte, o membro de entrada, a segunda peça, bem como as respectivas posições angulares (SHIGLEY, 1969). É ilustrada a barra fixa denominada R1, a qual é o elo terra, ou seja, o suporte fixo do mecanismo. É representada numa posição horizontal, a qual geralmente é utilizada no estudo tradicional de mecanismos. O ponto O2 é convencionalmente definido como a origem no plano cartesiano xy. A barra de entrada R2 tem sua posição definida pelo ângulo 2, medido positivamente no sentido anti-horário. A barra intermediária R3 e a de saída R4 têm suas posições definidas, respectivamente, pelos ângulos 3 e 4, medidos positivamente no sentido anti-horário.
A estrutura ABP refere-se ao posicionamento de um ponto de interesse P, definido pela barra R5 e pelo ângulo 5As velocidades angulares e acelerações angulares das barras R2, R3 e R4, são denominadas respectivamente de 2, 3, 4 e  2, 3 e 4. Ao movimentar o mecanismo acionando a barra R2 o ponto P, o qual pertence à barra intermediária R3, também conhecida por barra acopladora, descreve uma trajetória denominada curva acopladora ( MANSOUR & OSMAN, 1970).
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    Figura 1 – Esquema de um mecanismo de 4 barras
2.1 Análise do tipo de mecanismo de 4 barras e de seu funcionamento 

Os comprimentos das barras determinam as características de funcionamento do mecanismo. De acordo com NORTON (1999), utilizando-se a lei de Grashof, que é uma relação simples para predizer o comportamento rotacional do mecanismo de 4 barras, pode-se predizer rapidamente o tipo de mecanismo presente. Esta lei é descrita matematicamente pela expressão (1):

S + L <= P + Q 



       (1)

Sendo S e L, respectivamente, os comprimentos da barra menor e da maior, P e Q, os comprimentos das demais barras.

Se a condição descrita for atendida, o mecanismo será do tipo Grashof, e a menor das barras, ao funcionar, poderá girar 360º em relação ao plano fixo do sistema. Desta forma, observando-se a figura (1), conforme MABIE & OCVIRK (1980) o mecanismo será :
a)- dois mecanismos tipo manivela-balancim, diferentes, quando a menor barra for a manivela. Então as barras que forem menor, a R2 ou  R4, será a manivela;

b)- mecanismo manivela-dupla, quando a menor barra for a fixa, R1;
c)- mecanismo balancim-duplo, quando a menor barra for a R3.
Se a condição não for atendida, o mecanismo definido será do tipo balancim-duplo. Caso haja igualdade na expressão (1) o mecanismo será do tipo Grashof, é chamado de especial e poderão ocorrer problemas quando as barras ficarem alinhadas. 

2.2 Análise de velocidade e de aceleração
A análise de velocidade e de aceleração de um ponto de interesse do mecanismo pode ser feita por vários métodos. Alguns deles podem se tornar mais interessantes, dependendo do caso, mas podem ter limitações. Dentre as possibilidades podem-se citar os métodos gráficos, nos quais se usam os polígonos das velocidades e das acelerações, empregando os conceitos de velocidade e de aceleração relativas. Outros métodos de análise podem empregar álgebra complexa, equações diferenciais, métodos vetoriais e matriciais etc.

A velocidade de um ponto de interesse pode ser determinada utilizando-se a expressão (2) 
citada por MABIE & OCVIRK (1980):
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(2)
A aceleração de um determinado ponto de interesse do mecanismo pode ser determinada utilizando-se a expressão (3) citada por MABIE & OCVIRK (1980):
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(3)
 

MABIE & REINHOLTZ (1987) publicaram um programa em FORTRAN com as rotinas para o cálculo de velocidades e acelerações de um mecanismo de 4 barras. 

MANSOUR e OSMAN (1970) apresentaram o método iterativo para o cálculo da velocidade e da aceleração de um mecanismo de 4 barras, no caso, os manivela-balancim e manivelas-duplas. A manivela é considerada o elo motor, ou seja, de entrada. Para pequenos incrementos aplicados no ângulo de posição O2 da barra de entrada, por meio de um modelo matemático não linear, as raízes são determinadas. Então, a posição do ponto P da barra intermediária é determinada. Desta forma, o pequeno incremento angular em O2 causa uma perturbação de proximidade da posição anterior. O método de MANSOUR e OSMAN exige um relativo esforço matemático, pois a velocidade e a aceleração são obtidas fazendo-se a diferenciação parcial das equações de posição e de velocidade. Requer também, o uso de duas equações da circunferência com centros em A com raio R2 e O4 com raio R4 e, expansão de série de Taylor para obtenção da posição do ponto B. Além disto é necessário recorrer ao método iterativo de Newton-Raphson. MABIE & OCVIRK (1980) apresentaram o método de diferenciação gráfica que também requer trabalho elevado e não permite muita precisão.
2.3 Desenvolvimento do método proposto
Usando-se de uma abordagem geométrica, SHIGLEY (1997) apresentou equações para a determinação das posições do ponto de interesse P conforme ilustrado na figura (1).   Esta abordagem é descrita com o auxilio da figura (2). Empregando o recurso geométrico pode-se definir uma barra imaginária S de ligação entre os pontos A e O4.
         [image: image4.wmf]y

P

R

5

B

  q

5

  f

R

3

  g

A

q

3

R

4

R

2

S

  l

q

2

  b

  q

4

O

2

R

1

O

4

x


    Figura 2 – Esquema do mecanismo para determinar as posições dos pontos P e B.

Conhecendo-se os comprimentos das barras R1, R2, R3, R4, R5, os ângulos de posição 2 e 5e utilizando-se a lei dos cosenos, pode-se determinar facilmente os valores de S, os ângulos 3, 4, , , , e conseqüentemente as coordenadas dos pontos P e B, considerando-se a origem no ponto O2. As equações (3), (4), (5), (6) e (7) são usadas para a determinação das variáveis mencionadas:

S = (  R12 + R22 – 2 R1 R2 cos 2 )1/2



       (3)
 = cos-1 [ (R12 + S2 - R22 ) / ( 2 R1 S )]


       (4)

 = cos-1 [ (R32 + S2 - R42 ) / ( 2 R3 S )]


       (5)

 =  cos-1 [ (R42 + S2 - R32 ) / ( 2 R4 S )]


       (6)

 = ± cos-1 [ (R32 + R42 - S2 ) / ( 2 R3 R4 )] 


       (7)

Os sinais “+” e “-“ no valor de serão os resultados, respectivamente, para configurações de mecanismo de 4 barras aberta ou fechada.  

Para os ângulos de posição da barra de entrada R2 de 0 ≤ 2 ≤ 180º os valores de 3 e 4 são determinados pelas expressões (8) e (9):
3 =  - 

       



     
       (8)

4 = 180º -  - 




(9)

Para ângulos de posição da barra de entrada R2 de 180º ≤ 2 ≤ 360º os valores de 3 e 4 são determinados pelas expressões (10) e (11):

3 =  + 



       
   
                 (10)

4 = 180º -  + 



(11)

O2 é o ponto de referência e as posições dos pontos A, B e P em relação a esta referência podem ser determinadas pelas expressões (12), (13), (14), (15), (16) e (17):
xA = R2 cos 2 




                 (12)
yA = R2 sen 2 




                         (13)
xB = R2 cos 2 + R3 cos 3 = R1 + R4 cos 4
  
                 (14)

yB = R2 sen 2 + R3 sen 3 = R4 sen 4

                 (15)

xP = R2 cos 2 + R5 cos ( 3 + 5) 



     (16)

yP = R2 sen 2 + R5 sen ( 3 + 5)



     (17)
Ao se aplicar uma mínima perturbação na barra de entrada R2, ou seja, uma mínima variação no ângulo de posição 2 da barra de entrada, o deslocamento angular, e conseqüentemente o movimento do ponto A, durará um tempo mínimo t. Este tempo terá o mesmo valor para executar os deslocamentos dos pontos B e P, da posição inicial até a final. De acordo com as expressões (2) e (3), quanto menor for o deslocamento angular de 2, menor será o tempo t, o qual tenderá a zero. Se o tempo tender a zero, as velocidades e acelerações médias tenderão ao valor das instantâneas.     
Quando o valor de t for muito pequeno, as velocidades e as acelerações nas direções x e y, bem como as resultantes, terão valores muito precisos. A figura (3) ilustra uma trajetória genérica do ponto P saindo da posição Pi-1 e chegando na posição Pi. Para se determinar a velocidade e a aceleração médias do ponto P nas direções x e y neste intervalo pode-se utilizar as expressões (18), (19), (20), (21), (22). Os índices “i“ e “i-1“ indicam os valores de posição, velocidade e aceleração do mecanismo na posição atual e na posição anterior, respectivamente.
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Figura  3 – Ilustração de uma trajetória genérica do ponto P 

vxPi = ( xPi - xPi-1 ) / t




    (18)
vyPi = (yPi – yPi-1) / t




    (19)


vPi = (vxPi 2 + vyPi 2)1/2




    (20)
axPi = (vxPi – vxPi-1) / t




    (21)
ayPi = (vyPi – vyPi-1) / t




    (22)


aPi = (axPi 2 + ayPi 2)1/2




    (22)
O valor de t pode ser determinado pela expressão (23):

t =  2 /  ( 360 N )





     (23)

O valor de  t é obtido em segundos ao se utilizar 2 em graus e N em rps. S a velocidade angular  for conhecida, o valor de N pode ser determinado pela expressão (24):
N =  / ( 2  )






     (24)
2.4 Aplicação do método proposto
Um exemplo de aplicação para um mecanismo de configuração aberta, é apresentado. Considerando-se um mecanismo de 4 barras com as dimensões em mm de R1 = 100, R2 = 95, R3 = 100, R4 = 100 e R5 = 150, os ângulos 2 = 30º e 5= 25º. A velocidade angular  = 10 rad/s constante, portanto, aceleração angular = 0. Usando-se o valor incremental do ângulo de posição da barra de entrada de 2 = 0,1º. Neste caso, o incremento de tempo resultará no valor t = 1,74533 . 10-4 segundos.  
Podem-se determinar as posições dos pontos B e P, considerando-se a barra R2 girando 360º no sentido anti-horário. O ângulo 2 terá valores de 0º até 360º. A figura (3) ilustra a trajetória do ponto B e a figura (4) apresenta a trajetória do ponto P.
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Figura 4 Trajetória do ponto B


Figura 5 Trajetória do ponto P
A tabela (1) apresenta os valores de xB e yB, das velocidades e de acelerações do ponto B nas proximidades do ângulo de posição 2 = 30º da barra de entrada R. A tabela (2) apresenta os valores de xP e yP, das velocidades e de acelerações do ponto P nas proximidades do ângulo de posição 2 = 30º da barra de entrada R.
Tabela 1 – Resultados para o ponto B

	
	xB [mm]
	yB [mm]
	vxB [m/s]
	vyB [m/s]
	vB [m/s]
	axB [m/s2]
	ayB [m/s2]
	aB [m/s2]

	29,8
	181,9229
	57,3467
	-0,4534
	0,6487
	0,7915
	-9,2940
	2,3882
	9,5960

	29,9
	181,8435
	57,4600
	-0,4551
	0,6491
	0,7927
	-9,2721
	2,3044
	9,5542

	30,0
	181,7638
	57,5733
	-0,4567
	0,6495
	0,7940
	-9,2503
	2,2216
	9,5134

	30,1
	181,6838
	57,6867
	-0,4583
	0,6499
	0,7952
	-9,2288
	2,1396
	9,4736

	30,2
	181,6035
	57,8002
	-0,4599
	0,6502
	0,7964
	-9,2074
	2,0585
	9,4347


Tabela 2 – Resultados para o ponto P

	
	xP [mm]
	yP [mm]
	vxP [m/s]
	vyP [m/s]
	vP [m/s]
	axP [m/s2]
	ayP [m/s2]
	aP [m/s2]

	29,8
	211,2597
	124,0559
	-0,3354
	0,5968
	0,6846
	-14,1664
	4,2780
	14,7982

	29,9
	211,2007
	124,1602
	-0,3378
	0,5975
	0,6864
	-14,0955
	4,1780
	14,7017

	30,0
	211,1413
	124,2646
	-0,3403
	0,5983
	0,6883
	-14,0255
	4,0791
	14,6066

	30,1
	211,0815
	124,3691
	-0,3427
	0,5990
	0,6901
	-13,9563
	3,9812
	14,5131

	30,2
	211,0213
	124,4738
	-0,3451
	0,5996
	0,6919
	-13,8880
	3,8845
	14,4210


A tabela (3) apresenta os resultados obtidos das velocidades e das acelerações angulares das barras Re R, respectivamente, 3, 4, 3 e 4. 

Tabela 3 – Posições, velocidades e acelerações angulares das barras Re R
	
	3 [ º ]
	3 [rad/s]
	3 [rad/s2]
	4 [ º ]
	4 [rad/s]
	4 [rad/s2]

	29,8
	5,8164
	-1,7698
	71,6422
	34,9923
	7,9149
	72,7768

	29,9
	5,7988
	-1,7574
	70,9371
	35,0716
	7,9274
	72,0509

	30,0
	5,7814
	-1,7452
	70,2412
	35,1510
	7,9399
	71,3345

	30,1
	5,7641
	-1,7330
	69,5544
	35,2305
	7,9522
	70,6275

	30,2
	5,7469
	-1,7210
	68,8766
	35,3102
	7,9644
	69,9296


2.5 Análise dos resultados
Diante dos resultados apresentados no item 2.4, pode-se observar as tabelas (1), (2) e (3) que as velocidades e as acelerações dos pontos B e P para o ângulo 2 = 30º fornece boa precisão. Os resultados permitem determinar adequadamente os sentidos das velocidades e das acelerações dos pontos nas direções x e y do plano de referência.   
2.6 Autorizações

Os autores declaram que são responsáveis por garantir o direito de publicar todo o conteúdo de seu trabalho.

3 considerações finais

O procedimento desenvolvido e aqui discutido apresentou resultados satisfatórios, permitiu analisar um mecanismo de 4 barras utilizando-se o MS Excel para os cálculos propostos e poderá ser implementado em calculadoras programáveis. Este método possibilita elevada precisão nos resultados, de acordo com as necessidades estabelecidas, pequeno esforço matemático e computacional. Outro ponto positivo importante refere-se ao fato de que o aprendizado do aluno de Engenharia torna-se mais claro e permite melhor visualização dos movimentos dos sistemas articulados. 
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FOUR BARS LINKAGES VELOCITY AND ACCELERATION ANALYSIS THROUGH GEOMETRIC AND COMPUTATIONAL APPROACH

Abstract: The analysis of mechanisms velocity and acceleration of the four bars linkages is subject of many studies. There are several methods available which generally involve hard mathematical or computational efforts. There are different approaches and applicable resources which can be used with computer programming, calculus spreadsheets like MS Excel or programmable calculators. These resources, allow the creation and simplification of methods looking for accuracy and faster analysis results. This paper presents a method that allows highly accurate results using low mathematical and computational efforts. The use of fundamental kinematic concepts through mathematical and geometric procedure adaptation provides to the velocity and acceleration calculus to an interest point desired. Through geometric approach could be possible to make the kinematic analysis of mechanism, quickly identifying the senses of velocities and accelerations of the interest point. The results obtained with this method demonstrated that allow easy implementation, high accuracy, high reliability and quickness in processing.
Key-words: four bars linkages analysis, linkages velocity and acceleration calculus, Linkages computational analysis
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